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内 窗 简介 


本 书 是 著名 数学 家 G. 波 利 亚 撰写 的 一 部 经 典 名 著 , 书 中 讨论 的 是 自然 
科学 特别 是 数学 领域 中 与 严密 的 论证 推理 完全 不 同 的 一 种 推理 方法 一 一 
合 情 推理 ( 即 猜想 ). 本 书 通过 许多 古代 著名 的 猜想 ,讨论 了 论证 方法 ,阐述 
了 作者 的 观点 :不 但 要 学 习 论证 推理 ,也 要 学 习 合 情 推 理 ,以 丰富 人 们 的 科 
学 思想 ,提高 辩证 思维 能 力 , 本 书 的 例子 不 仅 涉及 数学 各 学 科 , 也 涉及 到 物 
理学 ,全 书 内 容 丰 富 , 谈 十 论 今 ,叙述 生动 ,能 使 人 看 到 数学 中 真正 的 奥妙 . 

全 书 共 分 两 卷 ,第 卷 为 数学 中 的 归纳 和 类 比 ,第 二 卷 为 合 情 推 理 模 
式 , 此 有 册 为 第 -- 卷 ,主要 讲述 数学 中 各 种 合 情 推理 的 实例 . 本 书 可 供 大 学 数 
学 系 师 生 、 中 学 数学 教师 ,数学 研究 人 员 及 数学 爱好 者 阅读 . 
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译 者 的 话 


没有 大 胆 的 猜想 ， 就 做 不 出 伟大 的 发 现 。 
一 一 牛顿 (Newton ) 


要 想 成 为 一 个 好 的 数学 家 ，*** ， 你 必须 首先 是 一 个 好 的 猜想 家 . 
一 一 波 利 亚 〈 Polya) 


G. 波 利 亚 是 当代 深 孚 众望 的 数学 家 `\ 教 育 家 . 他 1887 年 12 月 
13 日 生 于 匈牙利 ， 青 年 时 期 曾 在 布达佩斯 维也纳、 哥 延 根 、 巴黎 
等 地 攻读 数学 ,物理 学 和 哲学 ， 获 博士 学 位 . 1914 年 曾 在 苏黎世 
著名 的 瑞士 联邦 理工 学 院 任教 . 1940 年 移居 美国 ，1942 年 起 任 美 
国 斯 坦 福 大 学 教授 , 1985 年 卒 于 美国 ,享年 98 岁 . 他 一 生发 表 过 二 
百 多 篇 论文 和 许多 专著 . 他 在 数学 的 广阔 领域 里 有 极 精 深 的 造 谓 ， 
不 愧 为 一 位 杰出 的 数学 家 ; 而 且 他 还 热心 于 教育 ， 十 分 重视 从 小 
培养 学 生 思考 问题 ,分 析 问 题 的 能 力 , 他 善于 把 抽象 的 数学 研究 与 
教学 实践 结合 起 来 ,也 不 愧 为 一 位 优秀 的 教育 家 , 我 国 老 一 辈 著 名 
数学 家 中 有 人 曾 聆 听 过 他 的 讲课 ,对 他 的 数学 教学 艺术 十 分 赞赏 . 

他 写 过 一 套 提高 与 普及 相 结 合 的 书 ,其 中 影响 较 大 的 有 《怎样 
解 题 >*”?、《 数 学 的 发 现 》( 一 、 二 卷 )**?、《 数 学 与 猜想 》 等 。 这 些 堪 
称 姊妹 篇 的 著作 相继 出 版 后 ， 兽 在 美国 风靡 一 时 ， 受 到 广泛 的 欢 
迎 和 推崇 . 此 后 被 译 成 多 种 文字 , 被 誉 为 第 二 次 世界 大 战 后 出 现 
的 经 典 著作 之 一 . 

这 本 《数学 与 猜想 》, 早 在 六 十 年 代 初期 我 国 就 有 人 想 把 它 译 
成 中 文 ,由 于 种 种 原因 未 能 实现 . 今天 把 它 翻译 出 版 ， 不 但 送 了 
人 们 的 心愿 ， 也 表达 了 我 们 对 G. 波 利 亚 教授 的 纪念 。 在 这 次 翻 
译 中 得 到 了 我 国 一 些 著名 数学 家 的 关注 和 支持 . 这 是 一 本 谈 古 
论 今 、 内 容 丰富 多 彩 、 启 发 读者 去 提炼 问题 、 研 究 问题 、 讨 论 问 
题 、 直 至 检验 问题 的 节 . 读 起 来 使 感到 妙趣 横生 、 引 人 人 胜 ， 
能 使 人 看 到 数学 中 真正 的 内 在 美 . 作者 写 这 套 书 的 一 个 直接 动机 ， 
就 是 为 了 改善 当时 美国 中 学 的 数学 教学 水 平 , 他 想 对 学 习 数 学 的 
学 生 和 从 事 数 学 工作 的 教师 在 一 个 重要 的 、 但 通常 被 忽视 的 方面 


*) 中 译本 ,图 育 苏 译 * 科 学 出 版 社 。 1982。 一 一 译 者 注 
9) 中 译本 , 刘 景 身 , 间 之 江 * 邹 清 莲 译 , 内 蒙 人 民 出 版 社 ，1979. 一 一 详 者 注 


提供 一 些 帮 助 . 而 这 些 我 们 认为 也 适合 我 国 今天 的 某 些 实际 情况 . 
因此 本 书 对 我 国 的 中 学 生 , 中 学 数学 教师 .大学生 乃 至 大 学 数学 教 
师 、 专 业 数 学 研究 工作 者 和 对 数学 有 兴趣 的 人 们 都 会 有 所 神 益 . 
正如 作者 所 指出 的 : “一 个 认真 想 把 数学 作为 他 终身 事业 的 学 生 
必须 学 习 论 证 推理 ; 这 是 他 的 专业 也 是 他 那 门 学 科 的 特殊 标志 . 
然而 为 了 取得 真正 的 成 就 他 还 必须 学 习 合 情 推 理 ; 这 是 他 的 创造 
性 工作 赖 以 进行 的 那 种 推理 .”“ 要 成 为 一 个 好 的 数学 家 ,…, 你 必 
须 首 先是 一 个 好 的 猜想 家 .” 牛 顿 也 曾 说 过 : “没有 大 胆 的 狂想 ， 
就 做 不 出 伟大 的 发 现 ,” 

学 习 数 学 和 研究 数学 令 人 最 感到 困惑 也 是 最 引人入胜 的 环节 
之 一 ,就 是 如 何 发 现 定理 及 怎样 证 明定 理 .特别 是 对 初学 者 来 说 尤 
其 如 此 .数学 上 的 发 现 及 证 明 不 仅 要 从 数学 本 身 , 而 且 要 从 数学 以 
外 的 有 关 知 识 和 实践 得 到 启发 ， 这 是 很 重要 的 . 这 种 启发 往往 是 
发 现 及 证 明 的 前 导 , 波 利 亚 还 把 “从 最 简单 的 做 起 " 当 作 座右铭 ,这 
又 为 启发 性 的 前 导 提供 了 立足 点 .这 大 概 就 是 所 谓 “ 合 情 推 理 ” 的 
模式 ， 而 猜想 又 是 合 情 推理 的 最 普遍 、 最 重要 的 一 种 ,归纳 也 好 ， 
类 比 也 好 都 包含 有 猜想 的 成 份 .然而 猜想 可 以 打开 人 们 思想 的 疗 
门 ,从 物理 的 ,生物 的 \ 天 文 的 ,地 理 的 乃至 大 自然 的 以 及 数学 本 身 
的 等 等 ……, 总 之 根据 人 们 的 日 常生 活 、 经 验 、 实践 及 各 方面 的 知 
识 对 要 进行 科学 论证 的 问题 加 以 “去 粗 取 精 ,去 伪 存 真 , 由 此 及 彼 ， 
由 表 及 里 的 改造 和 制作 ”， 以 期 获得 欲 达 之 目的 . 说 得 直接 了 当 
一 点 , 合 情 推理 就 是 猜想 , 因此 我 们 没有 把 本 书 书 名 《Mathematics 
and plausible reasoning》 译作 《数学 与 合 情 推 理 》 而 运 直 译作 《数学 
与 猜想 》, 以 便 更 通俗 醒目 一 些 . 

阅读 本 书 并 不 需要 高 深 的 数学 基础 ， 只 要 有 初等 代数 和 几何 
以 及 不 多 的 微 积分 知识 就 能 够 读 懂 绝 大 部 分 ， 个 别 需要 微 积 分 以 
上 知识 的 部 分 , 作者 都 提出 了 学 习 方 法 和 参考 文献 。 本 书 其 他 方 
面 的 特点 和 阅读 时 应 该 注意 的 问题 ,作者 大 都 在 “序言 "及 “对 读者 
的 提示 ”中 谈 及 , 兹 不 著述 . 

在 此 应 该 说 明 的 一 点 是 ,本 节 中 有 关 译 名 均 采 用 《英汉 数学 词 


汇 兴 科 学 出 版 社 , 1978) 一 蕊 中 的 规范 化 译 靶 ， 有关 人 名 ，, 则 在 书 
中 第 一 次 出 现时 注 出 了 原文 、 故 我 们 没有 在 书后 再 编 录 人 名 和 名 
词 索引 . 

也 应 该 指出 ， 本 书 所 引用 的 名 人 语录 和 有 些 观 点 是 值得 商 棒 
的 ,但 我 们 相信 读者 会 正确 地 去 分 析 对 待 它 ， 

最 后 ,我 们 诚挚 地 感谢 中 国 科学 院 院士 王 梓 坤 教授 对 译 稿 的 
审阅 

译 者 
于 北京 航空 空 航天 大 学 
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本 书 有 彼此 紧密 联系 的 各 种 目的 . 首先 , 想 给 学 习 数学 的 学 
生 和 从 事 数学 工作 的 教师 在 一 个 重要 的 但 却 通常 被 忽视 的 方面 提 
供 一 些 帮助 。 然 而 , 在 某 种 意义 上 说 本 书 也 是 一 种 哲学 论述 .本 
书 又 是 一 部 续篇 , 而 且 它 本 身 也 还 要 有 续篇 。 我 将 逐一 地 谈 到 上 
述 各 点 ， 

1. 严 格 地 说 ， 除 数学 和 论证 逻辑 (其 实 它 也 是 数学 的 一 个 分 
支 ) 外 , 我们 所 有 的 知识 都 是 由 一 些 猜 想 所 构成 的 。 当然 , 有 种 种 
猜想 ， 有 表述 成 物理 科学 中 某 些 一 般 定律 的 非常 可 贵 而 又 可 靠 的 
猜想 ， 也 有 另外 一 些 既 不 可 靠 又 不 可 贵 的 猜想 其 中 有 一 些 当 你 
在 报纸 上 读 到 它 时 不 禁 会 使 你 愤怒 . 而 介 于 上 述 两 种 猜想 之 间 还 
有 各 种 名 样 的 猜想 预感 和 推测 . 

我 们 借 论 证 推理 来 肯定 我 们 的 数学 知识 ， 而 借 合 情 推 理 来 为 
我 们 的 猜想 提供 依据 。 一 个 数学 上 的 证 明 是 论证 推理 , 而 物理 学 
家 的 归纳 论证 ,律师 的 案情 论证 ,历史 学 家 的 史料 论证 和 经 济 学 家 
的 统计 论证 都 属于 合 情 推理 之 列 . 

这 两 种 推理 之 间 的 差异 相当 大 而 且 是 多 方面 的 。 无 疑 , 论证 
推理 是 可 靠 的 ,无 可 置办 的 和 终 决 的 . 合 情 推 理 是 冒 风险 的 有 和 争 
议 的 和 暂时 的 。 论 证 推理 在 科学 中 的 渗透 深度 恰好 和 数学 在 科学 
中 的 次 透 深度 一 样 , 但 是 论证 推理 本 身 (如 数学 本 身 那 祥 ) 并 不 能 
产生 关于 我 们 周围 世界 本 质 上 的 新 知识 .我 们 所 学 到 的 关于 世界 
的 任何 新 东西 都 包含 着 合 情 推 理 ， 它 是 我 们 日 常事 务 中 所 关心 的 
仅 有 的 一 种 推理 .论证 推理 有 被 逻辑 (形式 逻辑 或 论证 逻辑 ) 所 制 
定 和 盖 明 的 严格 标准 , 而 逻辑 则 是 论证 推理 的 一 种 理论 。 合 情 推 
理 的 标准 是 不 固定 的 ， 并 且 这 种 推理 在 清晰 程度 上 不 能 与 论证 逻 
辑 相 比 或 能 博得 相似 的 公认 . 


iv 。 


2. 关 于 这 两 种 推理 还 有 一 点 也 是 值得 我 们 注意 的 . 众 所 周 
知 , 数 学 提供 了 一 个 学 习 论 证 推理 的 极 好 机 会 ,但 是 我 还 要 着 重 指 
出 ,在 学 校 惯常 的 课程 中 ,还 没有 一 门 能 提供 类 似 的 机 会 来 学 习 合 
情 推 理 ， 现 在 , 我 要 向 各 年 级 所 有 对 数学 有 兴趣 的 学 生 提 出 ; 的 
确 ,我 们 应 该 学 习 证 明 法 ,但 我 们 也 要 学 习 猜测 法 . 

这 听 起 来 似乎 有 点 矛盾 ， 因 此 我 必须 强调 说 明 几 点 以 免 发 生 
误会 . 
数学 被 人 看 作 是 一 门 论证 科学 ， 然 而 这 仅仅 是 它 的 一 个 方 
面 . 以 最 后 确定 的 形式 出 现 的 定型 的 数学 , 好 像 是 仅 含 证 明 的 纯 
论证 性 的 材料 ,然而 ,数学 的 创造 过 程 是 与 任何 其 他 知识 的 创造 过 
程 一 样 的 。 在 证 明 一 个 数学 定理 之 前 , 你 先 得 猜测 这 个 定理 的 内 
容 , 在 你 完全 作出 详细 证 明之 前 ,你 先 得 推测 证 明 的 思路 ， 你 先 得 
把 观察 到 的 结果 加 以 综合 然后 加 以 类 比 ， 你 得 一 次 又 一 次 地 进行 
尝试 ， 数 学 家 的 创造 性 工作 成 果 是 论证 推理 , 即 证 明 ; 但 是 这 个 证 
明 是 通过 合 情 推理 , 通过 猜想 而 发 现 的 ， 只 要 数学 的 学 习 过 程 稍 
能 反映 出 数学 的 发 明 过 程 的 话 , 那 么 就 应 当 让 猜测 ` 合 情 推理 占有 
适当 的 位 置 . 

正如 我 们 说 过 的 , 有 两 种 推理 : 论证 推理 和 合 情 推理 ， 在 我 
看 来 它们 互相 之 间 并 不 矛盾 ,相反 地 ,它们 是 互相 补充 的 . 在 严格 
的 推理 之 中 ,首要 的 事情 是 区 别 证 明 与 推测 ,区 别 正确 的 论证 与 不 
正确 的 尝试 。 而 在 合 情 推理 之 中 , 首要 的 事情 是 区 别 一 种 推测 与 
男 一 种 推测 , 区 别 理由 较 多 的 推测 与 理由 较 少 的 推测 。 如 果 你 把 
注意 力 引导 到 这 两 种 区 别 上 来 ， 那 么 就 会 对 这 两 者 有 更 清楚 的 认 
识 ， 

一 个 认真 想 把 数学 作为 他 终身 事业 的 学 生 必 须 学 习 论证 推 
理 ; 这 是 他 的 专业 也 是 他 那 门 科学 的 特殊 标志 .然而 为 了 取得 真 
正 的 成 就 他 还 必须 学 习 合 情 推理 ; 这 是 他 的 创造 性 工作 所 赖 以 进 
行 的 那 种 推理 .一 般 的 或 者 对 数学 有 业余 爱好 的 学 生 也 应 该 体验 
一 下 论证 推理 : 虽然 他 不 会 有 机 会 去 直接 应 用 它 , 但 是 他 应 该 获 
得 一 种 标准 ， 依 此 他 能 把 现代 生活 中 所 碰 到 的 各 种 所 谓 证 据 进行 


ove 


比较 。 然而 在 他 的 所 有 工作 之 中 他 必 将 需要 合 情 推理 。 总 之 ,一 
个 对 数学 有 抱负 的 学 生 ,不 管 他 将 来 的 兴趣 如 何 , 他 应 该 力求 学 习 
两 种 推理 : 论证 推理 和 合 情 推理 . 

3. 我 不 相信 有 十 拿 九 稳 的 方法 , 用 它 可 以 学 会 猜测 。 不 管 怎 
么 说 ,即使 有 这 样 一 种 方法 , 我 至 少 也 是 没有 听 说 过 , 而 且 我 肯定 
不 自命 为 能 在 下 文中 提出 这 种 方法 .有 效 地 应 用 合 情 推理 是 一 种 
实际 技能 ,并 且 像 任何 其 他 实际 技能 一 样 , 要 通过 模仿 和 练习 来 学 
会 它 。 我 将 为 渴望 学 习 合 情 推理 的 读者 尽 最 大 努力 , 然而 我 所 能 
提供 的 也 仅仅 是 供 模仿 的 例子 和 练习 的 机 会 ， 

在 本 书 中 , 我 将 时 常 讨论 数学 里 大 大 小 小 的 发 现 . 我 不 可 能 
讲 怎样 得 出 这 些 发 现 的 真实 过 程 , 因为 没有 人 真正 知道 它 。 然而 
我 将 力求 写 出 一 个 发 现 可 能 是 如 何 产 生 的 过 程 来 .我 还 想 强调 指 
出 获得 发 现 的 动机 , 导致 发 现 的 合 情 推理 , 总 之 , 想 强 调 指出 值得 
模仿 的 任何 事情 。 当然 , 我 力求 把 内 容 讲 得 生动 些 使 读者 留 下 印 
象 ; 这 是 我 作为 教师 和 作者 的 义务 。 然而 我 将 在 关系 重大 之 处 对 
读者 完全 诚实 ; 我 只 是 想 把 看 来 是 真实 的 并 且 是 对 我 有 帮助 的 东 
西 讲 得 能 使 读者 留 下 印象 . 

每 章 后 面 都 有 例题 和 注释 .注释 所 阐述 的 内 容 相 对 正文 来 说 
是 过 于 专门 或 者 是 太 微细 了 ， 有 的 则 是 偏离 了 主题 的 一 些 东 西 . 
某 些 练习 给 读者 以 机 会 来 重新 细致 地 考虑 在 正文 中 只 是 概略 地 叙 
述 过 的 内 容 ， 然而 大 多 数 练习 使 读者 能 得 出 他 自己 的 合 情 结 论 . 
在 着 手 解 章 末 所 提出 的 较为 困难 的 问题 之 前 ， 读 者 应 该 仔细 地 阅 
读 这 章 的 有 关 部 分 ,并 且 也 应 该 看 一 下 邻近 的 问题 ,前 者 或 后 者 之 
中 可 能 包含 着 解决 问题 的 线索 ， 为 了 提供 (或 还 伏 ) 这 样 的 线索 ， 
使 读者 在 学 习 上 受益 最 大 ,我 不 仅 在 提出 问题 的 内 容 和 形式 上 ,而 
且 也 在 问题 的 先后 次 序 安排 上 花 了 许多 心 轧 。 事实 上 , 我 在 仔细 
考虑 这 些 问 题 的 安排 上 所 花 的 时 间 和 心思 ， 要 比 局 外 人 所 能 想像 
的 或 认为 必要 的 要 多 得 多 . 

为 了 扩大 读者 的 范围 ， 我 力求 用 尽 可 能 初等 的 例子 来 说 明 每 
个 重要 的 论点 。 然而 在 有 些 情况 下 我 不 得 不 举 出 不 太初 等 的 例子 
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以 便 使 我 的 论点 足以 令 人 难忘 .诚然 , 我 觉得 我 也 应 该 举 出 有 历 
史 价值 的 例子 ,有 真正 的 数学 美的 例子 ,并 举 出 在 其 他 科学 方法 或 
日 常生 活 中 有 类 似 做 法 的 例子 

我 应 该 再 加 一 名 ,就 许多 所 讲 的 发 明 过 程 而 言 , 其 最 终 形式 是 
通过 某 种 非 正式 的 心理 学 实验 而 得 出 的 .我 向 不 同班 级 的 学 生 讲 
述 同一 内 容 ,在 讲课 过 程 中 常常 向 他 们 提出 诸如 这 样 的 问题 : “ 那 
么 ,你 在 这 种 情况 下 该 怎么 办 ?” 下 文中 的 有 些 段 落 是 基于 我 的 学 
生 们 的 回答 写成 的 ， 或 者 根据 课堂 上 学 生 的 反应 以 某 种 别 的 方式 
修改 了 我 的 原来 的 讲法 

简 而 言 之 ,我 想 利用 我 在 研究 工作 和 教学 工作 上 的 全 部 经 验 ， 
给 读者 以 适当 的 机 会 ,来 作 有 意义 的 模仿 和 进行 独立 的 工作 . 

4. 收 集 在 本 书 中 的 合 情 推理 的 例题 还 有 其 他 用 处 : 它们 可 以 
帮助 说 明 一 个 有 很 多 争议 的 哲学 问题 : 归纳 法 的 问题 .关键 的 问 
题 是 : 归纳 有 没有 一 定 的 法 则 ? 有 些 哲学 家 说 有 , 而 多 数 科学 家 
则 认为 没有 - 为 使 讨论 能 得 出 有 益 的 结果 ,应 该 改变 问题 的 提 法 。 
它 应 该 作 不 同 的 处 理 , 而 且 不 那么 依靠 传统 的 语言 或 新 奇 的 形式 ， 
但 更 紧密 地 与 科学 家 的 实践 相 联 系 ， 现 在 ,我 们 要 指出 ,归纳 推理 
是 合 情 推 理 的 一 种 特殊 情况 , 还 要 指出 (现代 作者 几乎 忘记 了 的 ， 
但 是 一 些 较 老 的 作者 ,诸如 欧 拉 和 拉 普 拉 斯 都 清楚 地 认识 的 ) 归纳 
论据 在 数学 研究 中 的 作用 是 与 它 在 物理 研究 中 的 作用 相 类 似 的 . 
然后 , 你 会 注意 到 , 通过 观察 和 比较 数学 中 合 情 推理 的 例子 ,就 有 
可 能 获得 关于 归纳 推理 的 一 些 知识 。 因此 , 这 就 为 归纳 性 地 研究 
归纳 法 敞开 了 大 门 ， 

当 生物 学 家 想 要 研究 某 个 一 般 性 问题 , 辟 如 说 ,遗传 学 的 问题 
时 ,最 重要 的 是 他 应 当选 择 某 些 特定 品种 的 植物 或 动物 ,以 便于 对 
他 的 问题 很 好 地 进行 实验 研究 . 当 化 学 家 打算 研究 某 个 一 般 问 
题 , 譬如 说 , 关于 化 学 反应 的 速度 问题 时 , 最 重要 的 是 他 应 该 选择 
某 些 特定 的 物质 ， 使 其 便于 用 来 做 那 种 与 他 的 问题 有 关 的 实验 。 
在 任何 问题 的 归纳 研究 中 ， 选 用 合适 的 实验 材料 是 极为 重要 的 . 
从 各 方面 看 来 ,我 以 为 数学 是 研究 归纳 推理 的 最 合适 的 实验 材料 . 
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这 个 研究 包含 着 可 以 说 是 某 种 心理 实验 的 东西 : 你 必须 体验 各 
种 不 同 的 证 据 会 怎样 影响 你 对 一 个 猜想 的 信念 .多亏 数 学 课题 固 
有 的 简单 仁和 明了 人 性， 使 之 比 起 任何 其 它 领 域 的 课题 更 宜 于 做 这 
类 心理 实验 .在 下 面 的 篇 幅 中 读者 能 够 找到 使 自己 确信 这 一 点 的 
充分 机 会 . 

我 认为 考虑 合 情 推 理 这 个 更 一 般 的 思想 比 考虑 归纳 推理 的 特 
殊 情况 更 具有 哲学 意味 .。 在 我 看 来 , 本 书 所 收集 的 例题 能 引导 读 
者 对 合 情 推理 有 一 个 明确 的 、 颇 为 令 人 满意 的 认识 ， 然而 我 并 不 
想 强 迫 读者 挡 受 我 的 观点 ， 其 实 , 甚至 在 第 一 卷 中 我 并 没有 叙述 
我 的 观点 ， 我 要 让 例子 自己 讲话 。 然而 , 第 二 卷 的 前 四 章 则 专用 
于 合 情 推 理 的 更 明确 的 一 般 狂 讨论 .在 那里 我 将 正式 地 叙述 由 前 
` 面 例子 所 提示 的 合 情 推理 的 模式 ， 并 试图 把 这 些 模 式 系统 化 并 评 
述 它们 彼此 之 间 以 及 与 概率 思想 的 某 些 联系 . 

我 不 知道 这 四 章 的 内 容 是 否 值得 称 作 是 哲学 ， 如 果 这 是 哲学 
的 话 , 那 它 当 然 是 一 种 相当 低级 的 哲学 ,因为 它 所 关心 的 是 解释 具 
体例 题 和 和 人 的 具体 行为 ,而 不 是 要 说 明 一 般 性 原理 .当然 ,我 更 不 
知道 我 的 观点 最 终 会 得 到 什么 评价 .然而 我 感到 颇 为 自信 的 是 我 
的 例题 对 于 学 习 归 纳 法 或 合 情 推理 的 任何 有 理智 的 但 没有 太 大 偏 
见 的 学 生 ， 对 于 凡是 希望 根据 可 密切 观察 的 事实 而 形成 自己 观点 
的 人 ,都 会 有 用 的 . 

5. 我 总 是 把 这 部 论述 《数学 与 猜想 》 的 著作 当 作 一 个 整体 , 它 
自然 地 分 成 两 部 分 : 《数学 中 的 归纳 和 类 比 》( 第 一 卷 ) 和 《 合 情 推 
理 模 式 》( 第 二 卷 )， 为 了 方便 学 生 ,本 书 分 两 卷发 行 . 第 一 卷 与 第 
二 卷 完全 无 关 ， 但 是 我 想 对 许多 学 生来 说 在 阅读 第 二 卷 之 前 还 是 
应 当 细 致 地 读 完 第 一 卷 . 本 书 的 第 一 卷 有 更 多 的 数学 “内 容 ”, 它 
为 第 二 卷 中 归纳 法 的 归纳 性 研究 提供 了 “依据 .一 些 在 数学 方面 
相当 成 熟 和 很 有 经 验 的 读者 可 能 想 直 接 去 读 第 二 卷 ， 因 此 分 两 卷 
将 是 方便 的 。 为 便于 查阅 ,贯穿 两 卷 的 章 号 是 连续 编排 的 。 我 没 
有 提供 索引 ,因为 ,如 有 一 份 索引 ,就 将 会 使 术语 变 得 严格 生硬 ,本 
书 这 种 无 索引 写法 ,会 使 术语 的 运用 更 灵活 便当 。 我 相信 ,对 于 本 
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书 来 说 ,目录 将 提供 一 个 令 人 满意 的 导 引 . 

本 书 是 我 较 早 的 著作 《怎样 解 题 》 的 续篇 . 对 这 个 课题 感 兴趣 
的 读者 应 该 读 这 两 本 书 . 但 是 先 读 哪 一 本 并 没有 多 大 关系 . 本 书 
是 这 样 安排 的 ,使 得 在 阅读 时 无 需 先 读 以 前 的 那 本 书 . 事实 上 ,本 
书 几 乎 没有 直接 参考 以 前 的 那 本 书 ， 因 此 在 第 一 次 读 时 可 以 不 去 
管 这 些 ， 然 而 在 几乎 每 一 页 上 ,甚至 某 些 页 上 几乎 每 一 名 中 ,都 间 
接地 参考 了 以 前 的 那 一 本 书 ， 事实 上 ,本 书 提 供 了 大 最 的 练习 ,并 
且 对 以 前 的 那 本 书 提出 了 某 些 更 高 深 的 说 明 例子 ， 而 这 对 以 前 的 
那 本 书 来 说 ,就 其 篇 幅 和 初 浅 性 质 来 看 ,都 是 容纳 不 了 的 . 

本 书 也 是 与 斯 盖 和 本 作者 所 合 写 的 《数学 分 析 问 题 集 》( 见 参 
考 文献 ) 有 关联 的 . 那 本 问题 集中 的 问题 在 顺序 上 经 过 仔细 安排 ， 
以 使 这 些 问题 互相 印证 , 彼此 提供 线索 , 共同 涉及 一 定 的 主题 , 并 
且 给 读者 一 个 机 会 去 实践 在 解 题 时 起 重要 作用 的 各 种 手法 . 在 问 
题 的 处 理 上 ,本 书 沿 用 以 前 那 本 书 所 用 的 方法 ,而 这 个 联系 并 非 不 
重要 . 

在 本 书 第 二 卷 中 有 两 章 论述 概率 论 . 其 中 头 一 章 与 作者 在 几 
年 前 所 写 的 《概率 计算 的 初等 解释 》( 见 参考 文献 ) 有 些 联系 .比如 
说 ,有 关 概 率 的 基本 观点 和 出 发 点 同 那 本 书 所 讲 的 是 一 样 的 ,然而 
在 其 他 方面 却 几乎 没有 联系 . 

本 书 所 提出 的 某 些 观点 已 经 在 参考 文献 中 所 引用 的 我 以 前 的 
论文 中 叙述 过 了 .论文 4,6,8,9 和 10 中 的 大 量 段 沙 已 经 被 吸收 进 
本 书 的 正文 ， 对 《美国 数学 月 刊 》， 《纪念 Ferdinand gonseth 科学 后 
学 论文 集 》 以 及 《1950 年 国际 数学 会 议论 文集 3》 的 编辑 们 致 以 深 深 
的 谢意 , 承 他 们 欣然 慨 允 重印 这 些 眉 落 . 

本 书 的 大 部 分 是 我 在 课堂 上 讲授 过 的 ， 某 些 部 分 还 讲授 过 多 
次 .在 某 些 部 分 和 某 些 方面 , 我 保留 了 口述 的 语气 , 一般 地 , 我 不 
认为 这 样 一 种 语气 在 介绍 数学 的 出 版 物 中 是 适当 的 .但 是 在 目前 
情况 下 这 还 是 合适 的 ,或 者 至 少 是 可 以 原谅 的 . 

6. 本 书 第 二 卷 的 最 后 一 章 讲 发 现 与 教学 .这 一 章 比较 明确 地 
联系 到 作者 以 前 的 那 本 书 ,并 指出 了 一 部 可 能 出 现 的 续篇 . 
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有 效 地 使 用 合 情 推 理 在 解 题 过 程 中 起 着 必 不 可 少 的 作用 . 本 
书 试图 通过 许多 例题 来 解释 这 种 作用 ， 但 是 还 留 下 了 解 题 过 程 中 
的 其 他 方面 ,这 些 方面 需要 作 类 似 的 解释 . 

这 里 所 接触 到 的 许多 论点 还 需要 有 进一步 的 研究 .我 的 关于 
合 情 推 理 的 观点 应 该 同 其 他 作者 的 观点 相 比 较 ， 对 历史 上 的 例子 
应 该 作 比 较 彻底 的 探查 ， 关 于 发 现 与 教学 的 观点 应 该 尽 可 能 用 实 
验 心 理学 的 方法 来 研究 ?, 等 等 。 留 下 的 有 这 样 几 个 任务 , 但 是 其 
中 有 一 些 可 能 并 不 受 人 欢迎 . 

本 书 虽然 不 是 一 部 教科 书 ， 然 而 我 希望 将 来 它 会 影响 教科 书 
的 惯常 叙述 方式 及 习题 的 选择 。 循 着 这 些 线索 重新 编写 普通 课程 
的 教科 书 是 会 受 人 欢迎 的 . 

?7. 我 对 普林斯顿 大 学 印刷 所 的 精心 印刷 表示 谢意 ， 特 别 地 对 
所 长 小 赫 伯 特 ，S' 贝 雷 先 生 的 几 点 明智 的 帮助 表示 谢意 .我 也 
“对 普 里 斯 拉 - 费 金 夫人 准备 原稿 以 及 朱 利 斯 * G， 巴 隆 博士 审阅 
校 样 的 恳切 帮助 表示 谢意 . 

G, 波 利 亚 


斯 坦 福 大 学 
1953. 5. 


1) 这 方面 的 探索 狂 工 作 已 经 由 斯 坦 福 大 学 心理 学 系 在 O.N. R. 主持 下 在 E, RR， 
赫 尔 血 持 (Hilgard) 指导 下 的 研究 项 目 内 承担 了 ， 
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对 读者 的 提示 


车 在 第 七 章 中 引用 第 七 章 的 第 2 节 时 我 们 记 为 $2, 但 在 其 他 
各 章 中 引用 此 节 时 则 记 为 $7.2。 若 在 第 十 四 章 中 引用 第 十 四 章 第 
5 节 的 小 节 (3) 时 ,我 们 记 为 $55(3) ,但 在 其 他 各 章 引用 此 小 节 时 
则 记 为 814.5(3). 当 第 十 四 章 的 例 26 在 本 章 中 引用 时 我 们 记 为 
例 26, 但 在 其 他 各 章 中 引用 时 则 记 为 例 14.26. 

阅读 本 书 的 主要 部 分 ， 只 要 具备 初等 代数 和 初等 几何 的 一 些 
知识 就 够 了 .车 具有 初等 代数 和 初等 几何 的 全 部 知识 和 解析 几何 
以 及 极限 、 无 穷 级 数 、 微 积分 的 某 些 知识 , 则 对 于 阅读 差不多 全 书 
和 大 多 数 例题 与 注释 是 足够 的 。 然而 , 本 书 中 少量 非 主要 的 注释 
和 某 些 问 题 的 注释 以 及 若干 讨论 ， 则 是 针对 具有 高 水 平 的 读者 而 
写 的 . 每 当 用 到 比较 高 深 的 知识 时 ,通常 都 会 声明 . 

具有 高 等 水 平 的 读者 ， 若 他 跳 过 其 自 认 为 是 太初 等 的 东西 不 
看 的 话 , 则 他 漏 过 的 东西 将 比 没有 高 等 水 平 的 读者 要 多 ,而 后 者 往 
往 只 会 距 过 在 他 看 来 是 太 复杂 的 那些 东西 . 

应 该 注意 ,( 不 很 困难 的 ?论证 的 某 些 细节 ,我 们 通常 都 不 加 提 
醒 地 省 略 了 . 希望 素 有 严格 证 题 习惯 的 读者 , 不 致 于 因此 而 破坏 
了 自己 的 良好 习惯 . 

要 求解 答 的 问题 ， 有 些 是 很 容易 的 ,但 有 一 小 部 分 却 相当 困 
难 ， 方 括号 [”] 内 的 提示 可 以 使 解答 变 得 容易 .难题 周围 的 问题 
则 可 以 起 到 解难 题 的 提示 作用 . 在 某 些 章 的 例题 之 前 或 在 第 一 部 
分 或 在 第 二 部 分 之 前 所 加 的 几 行 “开场 白 ”, 应 该 受到 特别 注意 . 

解答 有 时 是 很 简短 的 : 因为 我 们 假定 读者 在 查阅 解答 之 前 已 
用 自己 的 方法 实 实 在 在 地 尝试 过 求解 了 . 

一 个 读者 , 若 在 一 个 问题 上 真 的 下 了 功夫 ,即使 他 解 题 时 没有 
成 功 , 那 他 也 可 从 中 受到 教 益 , 例如 经 过 一 和 严 努 力 之 后 , 他 可 以 去 


oxie 


查看 一 下 解答 , 再 把 书 放 在 旁边 , 思考 一 下 关键 在 哪里 , 然后 再 试 
图 去 作出 解答 来 . 

在 某 些 地 方 , 本 书 不 惜 用 大 量 的 图 示 或 详细 的 推导 过 程 ,目的 
是 使 读者 看 清 图 示 或 公式 的 演变 过 程 .例如 ,可 参看 图 16.1~16.5.。 
然而 任何 一 本 书 都 不 能 说 它 已 给 出 了 足够 的 图 形 或 公式 ， 当 读者 
读 到 某 一 段 时 ,可 能 有 两 种 态度 : 一 种 是 粗略 看 看 ,一 种 是 读 深 读 
透 ， 如 果 想 读 深 读 透 , 那 就 应 该 手边 有 纸 有 笔 ,应 该 准备 写 下 书 上 
给 出 的 公式 ,或 画 下 书 上 给 出 的 图 形 以 及 公式 ,看 到 演变 过 程 的 各 
种 细节 是 如 何 影响 最 后 的 结果 .这 样 作 就 会 有 助 于 记 住 全 部 东西 。 
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第 一 章 归纳 方法 


因为 流行 的 观点 认为 ， 观 察 只 局 限于 能 产生 感性 印象 的 具体 
对 象 ， 所 以 如 果 在 通常 称 之 为 纯粹 数学 的 这 门 数 学 科 学 中, 也 认 
为 观察 是 一 件 极 为 重要 的 事 的话 ， 这 看 起 来 似乎 蚂 为 荒 雇 ， 如 果 
必须 把 数 仅仅 看 作 是 纯 理 性 的 概念 ， 我 们 就 很 难 理解 观察 和 假想 
实验 怎么 能 用 于 研究 数 的 本 质 。 事实 上 , 正如 我 以 非常 充分 的 理 
由 在 此 将 要 指出 的 那样 ， 今天 人 们 所 知道 的 数 的 性 质 ， 几乎 都 是 
由 观察 所 发 现 的 , 并 且 早 在 用 严格 论证 确认 其 真实 性 之 前 就 被 发 
现 了 。 甚至 到 现在 还 有 许多 关于 数 的 性 质 是 我 们 所 熟悉 而 不 能 
证 明 的 ; 只 有 观察 才 使 我 们 知道 这 些 性 质 。 因此 我 们 认识 到 , 在 
仍然 是 很 不 完善 的 数论 中 , 还 得 把 最 大 的 希望 寄托 于 观察 之 中 ; 
这 些 观察 将 导致 我 们 继续 获得 以 后 尽力 予以 证 明 的 新 的 性 质 。 这 
类 仅 以 观察 为 旁证 而 仍 未 被 证 明 的 知识 ,必须 谨慎 地 与 真理 区 别 
开 来 ; 这 类 知识 是 通常 所 说 的 用 归纳 所 获得 的 。 然而 我 们 已 经 寻 
到 过 单纯 的 归纳 曾 导致 过 错误 。 因此 ， 我 们 不 要 轻易 地 把 观察 所 
发 现 的 和 仅 以 归纳 为 旁证 的 关于 数 的 那样 一 些 性 质 信 以 为 真 。 诚 
然 ， 我 们 应 该 把 这 样 一 种 发 现 当 作 一 种 机 会 ， 去 更 精确 地 研 究 所 
发 现 的 性 质 ， 以 便 证 明 它 或 推翻 它 ; 在 这 两 种 情况 之 中 我 们 都 会 
学 到 一 些 有 用 的 东西 。 

一 一 欧 拉 (Euler) 


$1. 经 验 和 信念 


经 验 在 改变 着 人 们 的 信念 。 我 们 是 从 经 验 里 学 习 , 或 者 更 进 


一 步 说 , 我 们 应 该 从 经 验 里 学 习 。 最 充分 地 利用 经 验 是 人 类 的 一 


1) < 欧 拉 全 集 > (Euler，Opera Omnia), 第 1 辑 , 第 1 卷 , 459 页 ,纯粹 数学 中 的 


观察 实例 ”(Specimen de usu observationum in mathesipura)。 


项 伟大 的 任务 ,为 这 个 任务 而 工作 是 科学 家 的 应 有 使 命 

一 位 名 副 其 实 的 科学 家 应 致力 于 从 已 知 的 经 验 中 引出 最 正确 
的 信念 来 ， 并 为 了 建立 关于 某 个 问题 的 正确 信念 而 积累 最 正确 的 
经 验 。 科 学 家 处 理 经 验 的 方法 ， 通 常 称 作 归 纳 法 。 说明 归 纳 过 程 
的 特别 明了 的 例子 ,可 以 在 数学 研究 中 找到 。 在 下 一 节 中 我 们 将 
要 着 手 讨论 一 个 简单 的 例子 ， 


$ 2， 启 发 性 联想 


归纳 法 常常 从 观察 开始 ， 一 个 生物 学 家 会 观察 鸟 类 的 生活 ， 
一 个 晶体 学 家 会 观察 晶体 的 形状 ， 一 个 对 数论 感 兴趣 的 数学 家 会 
观察 整数 1, 2，3，4，5,，… 的 性 质 . 
假如 你 想 要 观察 鸟 的 生活 并 有 可 能 获得 有 益 的 结论 的 话 ， 那 
么 你 就 应 当 对 乌 稍 有 部 悉 ， 对 乌 稍 感 兴趣 ， 甚 至 也 许 你 应 当 喜 欢 
鸟 ， 同样 , 假如 你 要 想 考 察 数 , 你 就 应 当 对 它们 感 兴趣 , 并 且 对 它 
们 颇 为 熟悉 ,你 应 当 会 区 别 假 数 和 奇数 , 你 应 当知 道 平方 数 1, 4， 
9，16，25,… 以 及 素数 2，3，5，7，11，13，17，19，23，29,…( 把 
1 当 作 单 位 搬 开 ,而 不 要 把 它 归 为 素数 为 好 ) 即 使 只 有 这 一 点 朴素 
的 知识 ,你 也 可 能 观察 到 一 些 有 趣 的 东西 。 
比方 说 你 可 能 会 磁 到 这 样 几 个 关系 : 
3+7=10，3 十 17=20，13 十 17=30 
并 注意 到 它们 之 闻 的 类 似 之 处 , 它 会 使 你 想到 : 3,7, 13 和 17 都 
是 奇 素数 ,两 个 奇 素数 之 和 必定 是 一 个 偶数 ;事实 上 ,10, 20, 和 30 
都 是 偶数 , 那么 其 他 偶数 又 怎么 样 呢 ? 它们 也 有 类 似 的 性 质 吗 ? 
当然 头 一 个 等 于 两 个 奇 素数 之 和 的 偶数 是 
Ge 
看 看 超过 6 的 数 ,我 们 发 现 
8 一 3 十 5 
10=3+7=5+5 
12 一 5 十 7 
14 一 3 十 11 一 7 十 7 


16 一 3 十 13 一 5 十 11。 
这 样 下 去 总 是 对 的 吗 ” 无 论 如何 , 所 看 到 的 这 些 个 别 情况 ,至 少 可 
以 启发 我 们 提出 一 个 一 般 性 的 命题 : 任何 一 个 大 于 4 的 偶数 者 是 


于 是 我 们 得 出 了 一 个 猪 想 ， 我 们 通过 归纳 推理 而 得 出 了 这 个 
猜想 。 即 它 是 由 观察 所 启发 而 由 特例 所 揭示 的 . 

诚然 这 些 启发 是 脆弱 的 ， 我 们 只 有 很 不 充分 的 根据 来 相信 我 
们 的 猜想 是 正确 的 ， 然 而 ,我 们 可 以 得 到 一 些 安慰 的 是 ,二 百 多 年 
前 发 现 这 个 猜想 的 数学 家 哥 德 巴赫 《Goldbach) 对 此 也 并 不 具有 更 
充分 的 根据 . 

哥 德 巴赫 猜想 是 正确 的 吗 ? 至 今 没 有 人 能 回答 这 个 问题 。 尽 
管 一 些 伟大 的 数学 家 作出 了 巨大 的 努力 ， 然 而 哥 德 巴赫 猜想 在 今 
天 仍然 佑 在 欧 拉 时 代 一 样 ， 始 终 是 一 个 我 们 所 部 悉 的 但 不 能 证 明 
或 推翻 的 关于 煞 的 许多 性 质 之 一 ”. 

现在 ,让 我 们 回 过 头 来 看 看 ,并 试 着 从 上 面 的 推理 当中 看 出 可 
以 作为 归纳 过 程 的 典型 步 又 . 

首先 ,我 们 注意 到 了 某 些 相似 性 ， 看 到 了 3, 7, 13 和 17 是 素 
数 ,10, 20, 和 30 是 偶数 , 同时 这 三 个 等 式 : 3 十 7 一 10，3 十 17 
一 20，13 十 17 一 30 之 间 彼此 有 类 似 的 地 方 . 

尔后 是 一 个 推广 的 步骤 ， 从 3, 7, 13, 和 17 这 些 实例 扩大 到 
所 有 的 奇 素数 ,从 10, 20, 和 30 扩大 到 所 有 的 偶数 ,然后 继续 推广 
而 得 到 一 个 可 能 的 一 般 关 系 式 

偶数 = 素数 十 素数 ， 

这 样 我 们 就 得 到 了 一 个 明确 陈述 的 一 般 命题 ,然而 ,这 个 命题 
仅仅 是 一 个 猜想 , 只 不 过 是 试验 性 的 推测 , 就 是 说 ,这 个 命题 绝 没 
有 被 证 明 ,也 没有 任何 资格 作为 真理 , 它 仅 仅 是 想 要 达到 真理 的 一 


关于 可 德 巴 其 猜想 的 最 新 进展 ,请 参看 活 承 洞 , 潘 承 彪 著 < 哥 德 巴 款 猜 想 > (科学 
出 版 社 ， 1981 年 2 月 ) 一 书 中 的 陈景润 定理 .一 一 译 者 注 
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个 尝试 . 

但 是 ,这 个 猜想 和 经 验 , 同 “事实 "和 “现实 ”有 一 些 启 发 性 的 联 
系 。 它 对 于 一 些 特殊 的 偶数 10, 20, 和 30 是 正确 的 。 对 于 6, 8， 
12, 14, 16 也 是 正确 的 . 

根据 上 面 的 叙述 ,我 们 便 粗 略 地 概括 了 归纳 过 程 的 第 一 阶段 。 


$3. 支持 性 联想 


你 不 应 当 过 分 相信 任何 一 个 未 被 证 明 的 猜想 ， 即 使 它 是 由 一 
个 大 权威 提出 来 的 , 甚至 即使 是 你 自己 提出 来 的 。 你 应 当 力求 去 
证 明 它 或 推翻 它 ; 总 之 你 应 当 去 检验 它 . 

我 们 来 检验 哥 德 巴赫 猜想 ,假如 我 们 考察 某 个 新 的 偶数 ,并 且 
确定 它 是 否 是 两 个 奇 素数 之 和 。 例 如 ,让 我 们 考察 60 这 个 数 。 我 
们 来 完成 一 个 如 同 欧 拉 本 人 所 说 那样 的 “假想 实验 ”。 60 是 偶数 ， 
但 是 它 是 两 个 素数 之 和 吗 ? 

60 一 3 十 素数 
是 正确 的 吗 ? 否 ,因为 57 不 是 一 个 素数 。 

60 一 5 十 素数 
是 正确 的 吗 ? 回答 仍然 是 “ 否 ”, 因 为 55 不 是 素数 ， 如 果 用 这 种 方 
法 继续 下 去 总 是 这 样 这 个 猜想 就 会 被 推翻 。 然而 由 下 一 个 试验 
可 得 

60 一 7 十 53， 
而 53 是 一 个 素数 ， 这 个 猜想 又 再 一 次 被 证 实 了 . 

一 个 相反 的 结果 就 会 一 劳 永 饮 地 决定 哥 德 巴赫 猎 想 的 命运 。 
如 果 你 把 某 个 偶数 ( 警 如 说 是 60) 以 下 的 所 有 素数 都 试验 一 下 , 而 
不 能 把 它 分 解 成 两 个 素数 之 和 ， 那 么 你 就 能 够 以 此 为 据 推翻 这 个 
狂想 . 但 在 偶数 60 的 情况 下 证 明了 这 个 猜想 成 立 之 后 , 你 却 不 能 
达到 如 此 确定 的 结论 ,你 肯定 不 能 用 单独 一 次 验证 来 证 明定 理 , 然 


加 份量 ,使 它 更 为 可 信 ， 而 这 个 有 利 的 征兆 究竟 有 多 大 价值 当然 还 
得 由 你 自己 来 判 浙 。 
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让 我 们 暂且 回 到 数 60 上 来 ， 在 试验 了 素数 3, 5, 和 7 之 后 ， 
我 们 还 可 以 试验 30 以 下 的 其 他 素数 《显然 , 不 需要 去 进一步 检 


验 大 于 30 即 大 于 名 的 素数 ,因为 两 个 素数 之 和 等 于 60, 其 中 必 
有 一 数 要 小 于 30,) 于 是 我 们 得 到 把 60 分 解 为 两 个 素数 之 和 的 所 
有 情形 : 
60 二 7 十 53 二 13 十 47 二 17 十 43 二 19 十 41 二 23 十 37 二 29 十 31。 
正如 我 们 刚才 考察 过 偶数 60 一 样 ,我 们 可 以 系统 地 逐个 考察 
偶数 ， 我 们 可 以 把 考察 结果 列表 如 下 : 
6 一 3 十 3 
8 一 3 十 5 
10 一 3 十 7 二 5 十 5 
12 一 5 十 7 
14 一 3 十 11 一 7 十 7 
16 一 3 十 13 一 5 十 11 
18 一 5 十 13 一 7 十 1 
20 一 3 十 17 一 7 十 13 
22 一 3 十 19 一 5 二 17 一 11 十 11 
24 一 5 十 19 一 7 十 17 一 11 十 13 
26 一 3 十 23 一 7 十 19 一 13 十 13 
28 一 5 十 23 一 11 十 17 
30 一 7 十 23 一 11 十 19 一 13 十 17 
这 里 我 们 考察 过 的 所 有 情况 都 证 实 了 猜想 是 对 的 ， 延 长 这 个 表 的 
每 一 次 证 实 , 都 使 得 这 个 猜想 增加 份量 , 变 得 更 为 可 信 ， 增 加 它 的 
合理 性 . 当然, 这样 证 实 的 次 数 不 管 有 多 少 , 都 不 能 说 就 已 证 明 这 
个 狂想。 

我 们 应 当 考察 所 收集 到 的 观察 结果 ， 应 当 对 它们 加 以 比较 和 
综合 , 同时 应 当 寻 求 可 能 隐藏 在 它们 后 面 的 某 些 线索 。 在 上 述 的 
情况 下 , 从 表格 里 是 难以 发 现 什么 重要 线索 的 。 但 进一步 地 考察 
这 个 表 , 我 们 可 以 更 清楚 地 认识 这 个 猜想 的 意义 ,这 个 表 表 明了 所 
列举 的 偶数 表示 为 两 个 素数 之 和 的 方式 有 多 少 种 (6 只 有 一 种 ,30 
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有 三 种 )。 偶数 ?> 的 这 种 表示 法 的 数目 似乎 随 的 增 大 而 在 “不 
规则 的 增 大 ”。 哥 德 巴赫 猜想 表明 一 个 期 望 : 不 管 我 们 怎样 扩充 
这 个 表 , 这 种 表示 法 的 数目 将 决 不 会 减少 到 零 。 

在 我 们 所 考察 过 的 这 些 特 殊 情形 当中 ， 我 们 能 够 将 其 区 分 为 
两 类 : 一 类 是 阐述 猜想 以 前 所 考察 的 , 另 一 类 是 其 后 出 现 的 。 前 
者 提出 了 猜想 ,后 者 支持 了 它 。 两 类 情形 都 给 猜想 和 “事实 ”之 间 
提供 了 某 种 联系 。 表 里 并 没有 区 别 哪些 是 给 予 “启示 ”的 , 哪些 是 

现在 ,让 我 们 回 过 头 来 看 看 前 面 的 推理 ,并 力求 从 这 里 看 出 归 
纳 过 程 所 特有 的 典型 特征 ， 

得 出 了 一 个 猜想 之 后 ,我 们 想 要 知道 它 是 正确 的 还 是 错误 的 . 
我 们 的 猜想 是 由 某 些 特例 所 启发 的 一 般 命 题 ， 而 从 这 些 特 例 我 们 
已 经 发 现 它 是 正确 的 。 我们 进一步 考察 其 他 特例 .结果 发 现在 所 
有 考察 过 的 例子 里 ,这 个 猜想 都 是 正确 的 ,我 们 对 它 的 信心 就 增强 
了 。 

在 我 看 来 , 我 们 只 不 过 做 了 有 理智 的 人 所 常 做 的 那些 事 。 在 


是, 假如 在 新 的 特例 中 得 以 证 襟 ,那么 它 吉 变 得 更 可 信 了 。 
这 就 是 构成 归纳 过 程 的 基本 原理 吗 ? 


5 4. 归纳 的 态度 


在 我 们 的 个 人 生活 中 , 我 们 常常 抱 住 一 些 幻想 不 放 ， 也 就 是 
说 我 们 不 敢 检验 某 些 易于 为 经 验 所 否定 的 信念 ， 因 为 我 们 深 怕 失 
去 这 种 信念 后 会 扰乱 我 们 感情 上 的 平衡 。 能 在 有 些 情况 下 抱 一 些 
幻想 并 非 是 不 明智 的 ,但 是 在 科学 上 ,我 们 却 需 要 有 一 种 完全 不 同 
的 态度 , 即 采取 归纳 的 态度 。 这 种 态度 的 目的 在 于 使 我 们 的 信念 
尽 可 能 有 效 地 适应 于 经 验 。 这 就 要 求 把 事实 摆 在 一 定 的 优先 地 
位 ,要 求 随时 准备 把 观察 结果 提高 为 一 般 性 的 原则 ,并 随时 准备 根 
所 具体 观 察 的 结果 对 最 高 的 一 般 性 原则 进行 修正 .这 要 求 以 成 千 
种 不 同 的 意义 来 说 “可 能 ”和 “也 许 ”这 样 的 话 ， 这 还 要 求 许多 其 他 
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东西 ,特别 是 下 述 三 点 . 

第 一 ,我 们 应 当 随时 准备 修正 我 们 的 任何 一 个 信念 . 

第 二 ,如 果 有 一 种 理由 非 使 我 们 改变 信念 不 可 ,我 们 就 应 当 改 
变 这 一 信念 . 

第 三 ,如 果 没 有 某 种 充分 的 理由 ;我们 不 应 当 轻 率 地 改变 一 个 
信念 . 

这 几 点 听 起 来 是 非常 平凡 的 ,然而 要 实行 起 来 , 却 需要 有 相当 
不 寻常 的 品质 。 

第 一 点 需要 有 “理智 上 的 勇气 ” 你 需要 有 胆量 修正 你 的 信 
念 。 优 利 略 《Galileo) ， 他 敢于 向 他 同时 代 的 偏见 和 权威 阿里 斯 多 
德 (Aristotle) 挑战 ,就 是 理智 勇气 的 伟大 典范 

第 二 点 需要 有 "理智 上 的 诚实 "。 坚持 自己 那个 显然 与 经 验 相 
抵触 的 猜想 ,就 因为 它 正 是 我 的 猜想 而 坚持 它 , 那 将 是 不 诚实 的 . 

第 三 点 需要 有 ”明智 的 克制 "， 如 果 不 经 过 认真 的 考察 ,譬如 ， 
仅仅 为 了 追求 时 又 ,就 改变 一 个 信念 , 那 将 是 思春 的 .然而 我 们 既 
没有 时 间 也 没有 力量 去 认真 考察 我 们 所 有 的 信念 .因此 明智 的 态 
度 是 继续 做 我 们 该 做 的 事情 ,暂时 先 保留 我 们 的 问题 ,只 对 那些 有 
足够 理由 可 能 改变 的 信念 , 才 去 积极 地 对 它 质疑 、 考 察 . “不 轻信 
任何 事情 ,但 只 探究 那些 值得 探究 的 问题 .” 

“理智 上 的 勇气 "理智 上 的 诚实 ”和 "明智 的 克制 ", 这 是 科学 
家 应 有 的 道德 品质 . 


第 一 章 的 例题 和 注释 


1. 根 据 下 面 数列 找 出 它 的 规律 
11, 31, 41, 61, 71, 101, 131, *, 
2. 考察 表 
1 =0+1 
2 二 3 二 14 一 1 二 8 
5 二 6+7+8+9 一 8 十 27 


10 士 11 十 12 十 13+ 十 14 二 15 十 16 一 27 十 64。 


按照 上 述 算 例 找 出 它们 的 一 般 规 律 并 用 适当 的 数学 式 子 表示 
出 来 ,而 且 证 明 它 . 

3. 观 察 下 列 各 个 和 式 的 值 

1，1I 十 3，1 十 3 十 5，1 十 3 十 5 十 7，…。 
这 有 一 个 简单 的 规律 吗 ? 
4. 观察 下 列 各 个 和 式 的 值 
1， 1 十 8,， 1 十 8 十 27，1 十 8 十 27 十 64，…。 
这 有 一 个 简单 的 规律 吗 ? 

5. 一 个 三 角形 的 三 边 长 分 别 是 1, m, 和 wn, 1, m， 和 7 都 是 正 
整数 且 1 和 < m 三 #[ 取 wn 二 12,3,4,5,…], 对 于 给 定 的 w, 求 满 
足 所 述 条 件 的 不 同 三 角形 的 个 数 ， 求 出 三 角形 的 个 数 依赖 于 = 的 
一 般 规律 . 

6. 数列 的 头 三 项 是 5, 15, 25,… 《这 些 数 的 末 一 位 数字 都 是 
5) 能 被 5 除 尽 ,其 随后 的 各 项 也 能 被 5 除 尽 吗 ? 

数列 的 头 三 项 是 3, 13，23, … (这 些 数 的 未 一 位 数字 都 是 3) 
是 素数 ,其 随后 的 各 项 也 是 素数 吗 ? 

7. 根据 公式 算出 

(1L+ILIxz 十 21z2 十 31 妇 十 41x4 十 54x5 十 61xz6 十 …) 开 

一 1 一 zx 一 妇 一 3xz3 一 13x4 一 71x5 一 461x6.…。 
对 于 右 端 的 震级 数 首 项 后 的 系数 提出 两 个 猜想 : (1) 它们 全 都 是 
负 的 ;(2) 它 们 全 都 是 素数 。 这 两 个 猜想 都 可 靠 吗 ? 
8. 令 


2 -1 
(一 二 + 二 一 全 + 4o 十 


Aix 十 Laxa2 


十 … 
11! 21 


我 们 求 得 
n=0123456 7 8 9 
A,=1112414 38216 600 6240, 
试 由 此 提出 一 个 猜想 . 
9. 伟大 的 法 国 数学 家 费 马 〈Fermat) 考虑 了 数列 
5，17，257，65537，…， 


它 的 一 般 项 是 2 + 1， 他 观察 到 (已 给 出 的 ), 对 应 于 #2 一 1,2,3 
和 4, 头 四 项 是 素数 ,他 就 猜想 其 随后 各 项 也 都 是 素数 。 虽 然 他 没 
有 证 明 它 ,但 他 感到 他 的 猜想 是 可 靠 的 ,他 并 向 沃 里 斯 (Wallis) 和 
另 一 位 英国 数学 家 要 求证 明 。 然而 欧 拉 发 现 丛 好 紧 接 着 的 一 项 
?2 十 1, 即 对 应 于 > 一 5 的 那 一 项 便 不 是 素数 , 因为 它 能 被 6419 
除 尽 。 查看 这 一 章 的 开头 欧 拉 的 一 段 话 : “然而 我 们 已 经 看 到 过 
单纯 的 归纳 曾经 导 至 过 错误 的 情形 .” 

10. 用 2x = 60 验证 哥 德 巴赫 猜想 时 ， 我 们 曾经 逐 项 试 过 
一 30 以 下 各 素数 .但 是 我 们 也 可 以 逐 项 试 > 一 30 至 2> 一 60 
各 素数 ,在 4 较 大 时 , 哪 种 试 法 有 利 些 ? 

11. 在 字典 里 , 你 将 找到 关于 “归纳 ” “试验” 和 “观察 ”等 言词 
的 解释 .句子 如 下 : 

“归纳 是 从 特殊 例子 推出 一 般 规律 ,或 者 从 提出 事实 到 证 明 一 
般 命题 的 过 程 ”. 

“试验 是 验证 假设 的 过 程 .” 

“观察 是 对 自然 界 发 生 现象 的 因 和 果 , 或 者 对 它们 的 相互 关系 
作 一 种 准确 的 注视 和 记录 .” 

这 些 叙 述 能 够 适用 于 我 们 在 $2 和 $3 讨论 过 的 情形 吗 ? 

12. 是 与 非 ， 数 学 家 好 似 自 然 科学 家 ,在 他 用 一 个 新 观察 到 的 
现象 来 检验 一 个 所 猜想 的 一 般 规律 时 ， 他 向 自然 界 提出 问题 “我 
猜想 这 规律 是 真 的 。 它 真 的 成 立 吗 ? ”假如 结果 被 实验 明确 地 否 
定 ， 则 这 个 规律 就 不 能 成 立 。 假 如 结果 被 实验 明确 证 实 ， 那 就 有 
某 些 迹象 说 明 这 个 规律 可 能 是 真实 的 .自然界 可 以 给 你 是 或 非 的 
可 答 。 但 它 的 “是 "是 轻声 的 回答 ,而 它 的 * 非 却 是 明确 的 回答 ， 


是 相互 独立 的 。 行为 常常 来 自信 和 仰 , 信仰 又 能 产生 行为 。 然而 你 
可 以 观察 到 别人 的 行为 却 不 易 看 到 他 的 信仰 。 行 为 比 信仰 更 容易 
观察 到 。 每 个 人 都 知道 "一 个 被 烧伤 过 的 小 孩 害 怕 火 ”, 这 正如 我 


1) < 欧 拉 全 集 >(Euler，Opcra Onznia), 第 1 辑 ; 第 2 卷 ,1~.5 页 哈代 与 拉 特 < 数 
论 >CHardy and Wright, The theory of numberr), 14~15 页 。 
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们 所 说 的 : 经 验 影响 人 类 的 行为 . 

是 的 ,经 验 也 影响 动物 的 行为 。 

在 我 家 邻近 有 一 条 讨厌 的 狗 , 人 们 并 没有 去 惹 它 , 它 就 狂 哮 扑 
人 。 然而 我 能 够 相当 容易 找到 一 种 保护 自己 的 方法 , 如 果 我 假装 
弯 腰 去 拾 一 块 石头 , 狗 就 会 喘 着 跑 开 。 不 是 所 有 的 狗 都 有 这 种 行 
为 ,但 你 容易 想到 是 什么 经 验 给 了 这 条 狗 这 样 的 行为 。 

能 在 动物 园 “ 乞 求 食物 "。 当 有 一 个 观众 在 它 前 面 的 时 候 , 它 
常常 作出 一 些 滑稽 姿态 促使 这 个 观众 把 糖 块 抛 人 栏 内 。 假 如 熊 没 
有 被 因 禁 , 它 决 不 会 采取 这 样 可 笑 的 行为 ,容易 想像 是 什么 经 验 使 
动物 园 的 能 会 乞求 食物 。 

要 彻底 研究 归纳 过 程 , 也 许 还 得 研究 动物 的 行为 . 

14. 逻辑 学 家 ,数学 家 、 物 理学 家 和 工程 师 ， 远 辑 学 家 说 :“ 你 
看 这 个 数学 家 ， 他 观察 开头 的 九 十 九 个 数 比 一 百 小 ， 从 而 他 就 用 
他 的 所 谓 “ 归 纳 * 推 断 所 有 的 数 都 比 一 百 小 .” 

数学 家 说 : “一 个 物理 学 家 相信 60 能 被 一 切 数 除 尽 ， 他 发 
现 60 能 被 1, 2, 3,4, 5 和 6 除 尽 , 他 还 试验 了 更 多 的 情况 , 如 像 
10, 20, 30 也 能 除 尽 60, 并 且 据 他 说 这 些 例子 是 随意 举 出 的 。 由 
于 60 还 能 被 这 些 数 所 除 尽 ,他 就 认为 这 些 实验 证 据 已 经 足够 了 .” 

物理 学 家 说 : “是 的 ， 你 去 看 工程 师 吧 ， 一 个 工程 师 觉得 所 
有 奇数 都 是 素数 。 他 辩解 说 ,1 无 论 如 何 总 是 素数 ,无 疑 地 3, 5 和 
7 是 素数 ,9 则 不 灵 了 , 它 似乎 不 是 素数 。 然而 11 和 13 的 确 又 是 
素数 。 他 说 ，“ 回 过 头 来 再 看 9, 我 断定 9 必定 是 一 个 实验 性 的 错 
误 .*” 

归纳 法 能 导致 错误 这 个 道理 太 明 显 了 ,但 是 值得 注意 的 是 , 尽 
管 出 现 错误 的 机 会 占据 绝 大 多 数 , 归纳 法 有 时 却 能 导出 真理 。 我 
们 应 当 从 归纳 法 失败 的 明显 例子 来 开始 研究 呢 ， 还 是 从 那些 值得 
注意 的 由 归纳 法 获得 成 功 的 例子 来 开始 研究 呢 ? 大 家 容易 体会 ， 
研究 宝石 是 比 研究 普通 石子 更 有 了 吸引 力 的 . 而 且 引导 矿物 学 家 去 
搞 奇 妙 结 晶 学 的 是 宝石 ,而 绝 不 是 普通 石子 。 
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第 二 章 “一般 化 .特殊 化 .类 比 


我 珍视 类 比 胜 于 任何 别 的 东西 , 它 是 我 最 可 信赖 的 老 师 , 它 能 
揭示 自然 界 的 秘密 ,在 几何 学 中 它 应 该 是 最 不 容 忽视 的 . 
-一 开 普 勒 (Kepler) 


$1. 一 般 化 \ 特 殊 化 类比 和 归纳 


现在 来 看 我 们 曾经 在 第 一 章 $2 和 $3 中 较为 详细 地 讨论 过 的 

归纳 推理 的 例子 .我 们 从 观察 三 个 关系 式 
3 十 7 一 10，3 二 17 一 20，13 十 17 一 30 

的 类 比 开始 .我 们 从 3, 7, 13 和 17 推广 到 一 切 素数 ， 从 10, 20， 
30 再 推广 到 一 切 偶数 。 我 们 再 回 过 头 来 试验 像 6 或 8 或 60 那样 
特别 的 偶数 . 

这 第 一 个 例子 是 非常 简单 的 , 它 十 分 正确 地 说 明了 一 般 化 、 特 
殊 化 和 类 比 在 归纳 推理 中 的 作用 .然而 我 们 应 该 研究 较为 丰富 多 
彩 的 实例 , 而 且 在 这 以 前 , 我 们 应 该 讨论 一 般 化 ,特殊 化 和 类 比 这 
些 过 程 本 身 , 它 们 是 获得 发 现 的 伟大 源泉 ， 


$2. 一 般 化 

一 般 化 是 从 对 象 的 一 个 给 定 集 合 进而 考虑 到 包含 这 个 给 定 集 
合 的 更 大 集合 。 例 如, 我 们 从 三 角形 进而 考虑 到 任意 多 边 形 。 我 
们 从 锐角 的 三 角 函 数 进而 考虑 到 任意 角 的 三 角 函 数 . 

可 以 看 出 ,在 这 两 个 例子 中 ,一 般 化 是 按 两 个 有 不 同 特征 的 方 
式 来 进行 的 ， 在 第 一 个 例子 里 ,从 三 角形 推广 到 多 边 形 时 ,我 们 用 
一 个 变数 代替 了 一 个 定数 , 即 用 一 个 变数 = (只 受 > > 3 的 限制 ) 
代替 了 一 个 定数 3， 在 第 二 个 例子 里 , 从 锐角 推广 到 任意 角 o, 我 
们 去 掉 了 一 个 限制 , 即 去 掉 了 0"<c 一 90” 的 跟 制 。 


1 


我 们 往往 从 仅仅 一 个 对 象 推广 到 包含 它 的 全 体 。 


5 3. 特殊 化 


特殊 化 是 从 对 象 的 一 个 给 定 集合 ， 转 而 考虑 那 包含 在 这 集合 
内 的 较 小 的 集合 .例如 ,我 们 从 多 边 形 转 而 特别 考虑 正 ”= 边 形 , 我 
们 还 可 以 再 从 正 ” 边 形 转 而 特别 考虑 等 边 三 角形 . 

这 两 个 转移 步骤 是 按 两 个 显著 不 同 的 方式 来 进行 的 ， 在 第 一 
步 里 , 从 多 边 形 到 正 多 边 形 , 我 们 引 人 了 一 个 限制 , 即 多 边 形 的 所 
有 边 及 所 有 和 角 都 是 相等 的 。 在 第 二 步 里 , 我 们 用 了 一 个 特定 的 对 
象 代替 了 一 个 可 变 的 对 象 , 即 我 们 把 变数 > 换 成 了 一 个 定数 3. 

我 们 往往 从 专门 研究 对 象 的 全 体 转变 为 研究 包含 在 这 个 全 体 
中 的 仅仅 一 个 对 象 ， 例如 , 我 们 希望 核对 关于 素数 的 某 个 普遍 命 
题 时 , 我 们 可 以 挑 出 某 个 素数 , 比如 说 17。 我 们 可 以 检查 这 个 普 
遍 命 题 对 于 这 个 素数 17 是 否 成 立 . 


$4. 类 比 


在 一 般 化 和 特殊 化 的 概念 中 没有 含糊 的 或 有 问题 的 东西 。 然 
而 当 我 们 开始 讨论 类 比 时 ,我 们 却 不 能 讲 得 那么 确切 无 疑 . 

类 比 是 某 种 类 型 的 相似 性 ， 我 们 可 以 说 它 是 一 种 更 确定 的 和 
更 概念 性 的 相似 .但 是 我 们 可 以 把 话说 得 更 确切 些 ， 类 比 和 其 他 
类 型 的 相似 性 之 间 的 本 质 差别 , 在 我 看 来 在 于 思考 者 的 意图 ， 相 
似 对 象 彼 此 在 某 些 方面 带 来 一致 注 ， 假 如 你 想 反 它们 的 相似 之 处 
化 为 明确 的 概念 ， 那 么 你 就 把 相似 的 对 象 看 成 是 可 以 类 比 的 。 候 
如 你 成 功 地 把 它 变 成 清楚 的 概念 ， 那 么 你 就 阐明 了 类 比 关系 . 

当 诗人 把 少女 比 作 花 条 时 ,他 们 感到 某 些 相似 性 (我 希望 如 
此 ), 但 通常 他 们 并 未 想到 作 类 比 ， 事 实 上 , 他 们 很 少 会 超越 感情 
而 把 这 种 比拟 化 为 某 些 可 度量 的 东西 或 从 概念 上 可 定义 的 东西 

看 到 自然 历史 博物 馆 里 各 种 各 样 吐 乳 动物 的 骨 散 时 ， 你 可 能 
觉得 它们 都 很 可 怕 。 如 果 你 所 能 发 现 的 它们 之 间 的 类 似 之 处 仅 限 
于 此 ， 那 你 就 看 不 出 多 少 类 比 性 。 然而 你 可 以 发 觉 一 个 极 好 的 有 
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启发 性 的 类 比 ,假如 你 来 考察 人 的 手 , 猪 的 脚 乐 , 马 的 前 脚 ,鲸鱼 的 
鳃 和 蚁 蝠 的 翅膀, 这 些 器 官 虽然 用 途 如 此 不 同 ,但 却 是 由 具有 相似 
关系 的 相似 部 分 所 组 成 的 . 

最 后 这 个 例子 是 最 典型 的 一 种 阐明 了 的 类 比 关系 ; 两 个 系统 
可 作 类 比 ,如 果 它们 各 自 的 部 分 立 间 ,在 基 可 以 清 林 定义 的 -一些 关 


例如 , 平面 上 的 一 个 三 角形 可 与 空间 的 一 个 四 面体 作 类 比 。 
在 平面 上 ,两 条 直线 不 能 围 成 一 个 有 限 的 图 形 ,然而 三 条 却 可 以 转 
成 一 个 三 角形 . 在 空间 ,三 张 平面 不 能 围 成 一 个 有 限 的 图 形 , 然 而 
四 张 却 可 以 围 成 一 个 四 面体 ， 就 两 者 以 数目 最 少 的 简单 分 界 为 元 
素 所 围 成 这 一 点 来 说 ， 三 角形 与 平面 的 关系 同 四 面体 与 空间 的 关 
系 是 一 样 的 ， 所 以 可 以 作 类 比 ， 


和 :二 -小 :出 


图 2.1 ”平面 与 空间 的 类 比 关系 
“类 比 ” 源 自 希 腊 文 “analogia” ,原意 之 一 为 “比例 ”。 事 实 上 ,6 
与 9 这 一 组 数 和 10 与 15 这 一 组 数 ， 就 它们 的 对 应 项 的 比 是 一 至 
的 . 


6:9=10:15. 

就 这 一 点 来 说 , 是 可 作 “ 类 比 ” 的 ， 比例 性 或 直观 地 从 几何 相似 图 
形 对 应 部 分 看 出 相同 之 比 的 性 质 , 这 是 很 有 启发 性 的 一 种 类 比 . 

这 里 有 另 一 个 例子 .我 们 把 一 个 三 角形 和 一 个 棱锥 看 作 类 比 
的 图 形 .一 方面 我 们 取 一 条 直线 段 ,而 在 另 一 方面 取 一 个 多 边 形 。 
过 线段 上 所 有 点 与 线段 外 一 点 用 线段 相连 ,可 以 得 到 一 个 三 角形 ， 
过 多 边 形 的 所 有 点 与 多 边 形 所 在 平面 外 一 点 用 线段 相连 ， 可 以 得 
到 一 个 楼 锥 ,用 同样 的 方法 ,我 们 可 以 把 一 个 平行 四 边 形 和 一 个 楼 
柱 看 作 是 相 类 比 的 图 形 。 事实 上 , 分 别 将 一 条 线段 和 一 个 四 边 形 
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平行 于 它们 自身 加 以 移动 ,而 移动 方向 分 别 与 直线 或 平面 相交 ,就 
会 描绘 出 所 希望 的 一 个 平行 四 边 形 和 棱柱 .我 们 可 能 会 忍 不 住 想 
把 平面 图 形 和 立体 图 形 之 间 的 这 种 对 应 关系 表达 成 一 种 比例 关 
系 ,而且 居 然 不 顾 一 切 就 这 样 做 了 , 那 就 会 得 出 图 2.1。 这 个 图 形 
修改 了 符号 (: 和 一 ) 的 通常 意义 , 正如 希 髓 原文 “analogia” 的 意 
义 在 语言 学 历史 发 展 过 程 中 所 作 的 修改 一 样 : 从 “比例 ”修改 为 
“类 比 ”， 
最 后 这 个 例子 还 在 别 的 方面 有 其 启发 性 . 类 比 , 特别 未 完全 
说 清楚 的 类 比 可 能 是 含糊 的 .例如 ,比较 平面 几何 与 立体 几何 ,我 
们 首先 发 现 平面 上 的 三 角形 与 空间 的 四 面体 可 作 类 比 ， 其 次 三 角 
形 与 楼 锥 可 作 类 比 . 然而 这 一 对 类 比 都 是 合理 的 ， 它 们 各 有 其 价 
值 ， 在 平面 几何 与 立体 几何 之 间 有 若干 类 比 关系 , 而 不 只 一 个 特 
殊 的 类 比 . 

图 2.2 表明 了 ,怎样 从 一 个 三 角形 出 发 , 可 以 通过 一 般 化 步 又 
上 升 到 多 边 形 , 通 过 特殊 化 步骤 下 达 为 等 边 三 角形 ,或 者 通过 类 比 
化 为 不 同 的 立体 图 形 ,使 左右 两 边 都 有 类 比 。 


更 一 般 的 


更 特殊 的 
图 2.2 一般 化 ,特殊 化 ,类 比 


而 且 牢记 ,不 要 忽视 含糊 的 类 比 ， 然 而 ,如 果 你 希望 这 些 类 比 
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受 人 重视 的 话 ,你 就 该 设法 尽量 把 它们 说 清楚 ， 


$5, 一 般 化 、 特 殊 化 和 类 比 


一 般 化 、 特 殊 化 和 类 比 往往 协同 解决 数学 问题 ?， 作 为 一 个 例 
子 ， 让 我 们 来 证 明 一 个 初等 几何 中 最 著名 的 定理 一 一 毕 达 哥 拉 斯 
(Pythagoras) 定理 *。 我 们 所 要 讲 的 这 个 定理 的 证 法 不 是 新 的 ; 它 
应 该 归功 于 欧 几 里 得 (Euclid) 本 人 (Euclid VI. 31). 

(1) 我 们 来 考察 一 个 直角 三 角形 , 它 的 边 分 别 是 a、&b 和 ,其 
中 a 是 斜 边 ,我们 需要 证 明 

(A) 2 一刀 十 cc 
这 个 公式 提示 我 们 ， 得 在 这 个 直角 三 角形 的 三 条 边 上 分 别 作 一 个 
正方 形 ,从 而 得 到 复合 图 形 2.3 中 那个 并 不 生 蕊 的 部 份 I (读者 应 
按 本 书 讲解 的 顺序 画 出 各 部 份 图 形 以 便 看 出 它们 是 怎样 来 的 .》 


图 2.3 


(2) 发现, 甚至 非常 简单 的 发 现 , 也 需要 下 一 些 功 夫 , 需要 认 
出 某 种 关系 .在 复合 图 形 的 熟悉 部 分 I 和 不 太 熟 悉 的 部 分 开 之 间 


1) 这 一 节 在 转载 时 ， 对 作者 发 表 于 < 美国 数学 月 刊 > (American Mathematical 
Monthly)，55《1948)，241 一 243 页 上 的 一 篇 注 记 已 稍 作 改 述 . 

则 在 我 国 称 作 商 高 定理 或 色 股 纺 定 还 ; 商 高 很 时 就 提出 了 这 个 定理 ,在 < 周 吕 算 经 
蜂 有 详细 记载 .一 译 者 注 
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留心 作 类 比 , 我 们 可 以 发 现 如 下 的 事实 : 那个 出 现在 I 中 的 直角 
三 角形 , 它 在 开 中 被 垂直 于 其 斜 边 的 高 分 成 了 两 部 分 . 

(3) 也 许 , 你 未 能 看 出 I 和 开 之 间 可 作 类 比 之 处 .然而 ,这 个 
类 比 是 可 以 明显 看 出 的 , 那 就 是 把 I 视 为 I 和 工 的 共同 推广 ， 在 
[里 再 一 次 看 出 , 还 是 那个 直角 三 角形 , 但 在 它 的 三 边 上 分 别 画 
有 三 个 彼此 相似 ,而 此 外 则 是 任意 形状 的 多 边 形 . 

《4) 工 中 画 在 斜 边 上 正方 形 的 面积 是 .、II 中 画 在 斜 边 上 
多 边 形 的 面积 可 令 其 等 于 1e*; 因子 1 是 由 两 个 所 给 定 的 面积 之 比 
确定 的 . 然而 ,由 但 中 画 在 三 角形 边 a,b 和 < 上 的 三 个 多 边 形 的 
相似 性 ,可 得 三 个 多 边 形 的 面积 分 别 等 于 Xa?, 48? 和 21cz. 

现在 ,假设 方程 (A) 是 正确 的 (就 像 我 们 要 证 明 的 定理 所 述 那 
样 ), 则 下 面 的 方程 也 将 是 正确 的 

(B) 4 = 152 十 1c? 
事实 上 ,用 很 少 的 代数 学 知识 就 能 从 (A) 导出 (B)， 现 在 ,关系 式 
(8) 是 原来 毕 达 哥 拉 斯 定理 的 推广 。 假如 有 三 个 相似 多 边 形 画 在 
二 个 直角 三 角形 的 三 = 边 上 ， 那 么 画 在 斜 边 上 的 多 边 形 的 面积 应 等 
于 丽 在 另外 两 边 上 的 多 边 形 面积 之 和 ， 

看 到 这 一 点 是 有 意义 的 : 这 个 推广 同 我 们 开始 的 特殊 情形 是 
等 价 的 ， 事实 上 , 我 们 通过 乘 或 除 1《 它 是 两 个 面积 之 比 , 故 不 为 
0) 可 使 等 式 (A) 和 (B) 相 互 导 出 . 

《5)》 由 (B) 表 示 的 一 般 定 理 不 仅 等 价 于 特殊 情形 (A) ,而 且 也 
等 价 于 任 一 其 他 特殊 情形 . 因此 , 如 果 对 于 任何 这 样 的 特殊 情形 
定理 是 明显 的 , 那 它 就 器 明 了 一 般 情形 . 

现在 , 试 作 一 个 有 用 的 特殊 化 处 理 . 我 们 要 找 出 一 个 合适 的 
特殊 情形 . II 就 是 这 样 的 一 个 特殊 情形 .事实 上 ,容易 看 出 ,在 它 
自己 斜 边 上 画 出 的 直角 三 角形 分 别 相似 于 以 其 两 直角 边 为 斜 边 所 
画 的 两 个 直角 三 角形 .而 且 显然 整个 三 角形 的 面积 等 于 它 的 两 部 
分 面积 之 和 .从 而 毕 达 哥 拉 斯 定理 得 证 . 

上 面 的 推理 过 程 是 非常 有 启发 性 的 . 假如 我 们 能 从 一 种 情形 
学 到 适用 于 其 他 一 些 情形 的 某 些 东西 ， 那 么 这 种 情形 就 是 有 启发 
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性 的 ,可 能 适用 的 范围 越 广 就 越 有 启发 性 . 现在 ,从 上 面 的 例子 我 
们 能 够 学 到 如 何 运用 像 一 般 化 、 特 殊 化 和 作 类 比 这 样 一 些 基本 的 
思考 过 程 。 不 论 是 在 初等 数学 、 高 等 数学 中 的 发 现 ,或 者 在 任何 别 
的 学 科 中 的 发 现 , 恺 怕 都 不 能 没有 这 些 思 考 过 程 ,特别 是 不 能 没有 
类 比 . 

上 面 的 例子 说 明 我 们 怎样 能 够 从 特殊 情形 上 升 到 一 般 情 形 ， 
例如 从 1 那个 特殊 情况 推广 到 更 一 般 的 情况 IT, 并 回 过 头 来 作 特 
殊 化 ,具体 到 一 个 可 作 类 比 的 情形 如 I。 它 也 说 明了 这 样 的 事实 ; 
一 般 情形 能 在 逻辑 上 等 价 于 一 个 特殊 情形 ， 这 在 数学 中 是 那么 司 
空 见 惯 的 事 , 然而 ,对 于 初学 者 或 者 对 于 那些 自命 高 深 的 哲学 家 来 
说 仍然 可 能 会 大 惊 小 怪 . 我 们 的 例子 朴实 地 和 富 于 启发 性 地 说 
明 , 在 获得 所 需要 解答 的 过 程 中 , 一 般 化 、 特 殊 化 和 作 类 比 是 怎样 
自然 地 结合 在 一 起 的 .请 注意 ,读者 只 要 有 最 低 限度 的 预备 知识 ， 
便 能 充分 理解 前 面 的 推理 ， 


$ 6. 由 类 比 作 出 的 发 现 


类 比 似乎 在 一 切 发 现 中 有 作用 ， 而 且 在 某 些 发 现 中 有 它 最 大 
的 作用 。 我 们 想 用 一 个 不 太初 等 的 例子 来 说 明 这 点 , 但 是 这 是 一 
个 比 我 所 能 想 出 的 任何 太初 等 的 例子 更 能 使 人 难忘 和 具有 历史 意 
义 的 有 趣 例子 . 

与 牛顿 (Newton) 和 莱 布 尼 兹 〈Leibnitz) 同时 代 的 一 个 瑞士 
数学 家 雅克 伯 努 利 〈jJacques Bernouli) 《1654~1705), 他 发 现 
过 几 个 无 穷 级 数 的 和 ， 但 是 他 未 能 求 出 所 有 自然 数 平方 的 倒数 之 
和 ，, 即 未 能 找 出 


1+ 十 二 工 十 工 十 
4 9 25 


的 和 : 雅克 伯 努 利 写 道 :“ 假 如 有 人 能 够 求 出 这 个 我 们 直到 现 
在 还 未 求 出 的 和 并 能 把 它 通知 我 们 ,我 们 将 会 很 感谢 他 .” 

这 个 问题 引起 了 另 一 个 瑞士 数学 家 李 昂 哈 德 * 欧 拉 (Leonhard 
Euler)(1707 ~1783》 的 注意 ,他 也 是 出 生 在 巴 赛 尔 (Basle) 的 ;他 
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是 雅克 伯 努 利 的 弟弟 吉 恩 . 伯 努 利 〈Jean Bernoulli)*(1667~ 
1748) 的 学 生 . 他 发 现 了 这 个 和 的 各 式 各 样 表达 式 〈 定 积分 、 级 
数 ), 但 没有 一 个 能 使 他 满意 . 他 用 了 这 些 表达 式 之 一 , 算出 了 有 
七 位 有 效 数字 的 和 (1.644934). 然而 这 仅 是 一 个 近似 值 , 而 他 的 
目的 是 要 求 出 准确 值 ， 最 后 他 发 现 了 它 . 类 比 引导 他 作出 了 一 个 
非常 大 胆 的 猜想 . 

(1) 我 们 先 回顾 一 些 初等 代数 中 为 作出 欧 拉 发 现 所 必需 的 事 
实 ， 假 如 一 个 = 次 方程 

io 十 Cix 十 cat 十 .…. 十 anrn 一 0 


有 := 个 不 同 的 根 
Oo， -om 


则 左边 的 多 项 式 就 能 够 表示 为 7 个 线性 因子 的 乘积 , 即 
ao 十 aixz 十 aaxz2? 十 .… 十 anxz” 一 an(xr 一 几 )(x 一 o) (xz 一 on)， 
比较 这 个 恒等式 两 边 * 同 次 寡 的 项 ， 我 们 从 熟知 的 方程 式 根 与 系 
数 的 关系 ,由 比较 两 边 的 x"! 项 ,很 容易 得 出 : 
ao- 一 一 an(o + m+ +0), 

另 有 一 种 方法 可 把 多 项 式 分 解 成 线性 因子 . 设 根 cm …， 

wm 中 没有 零 根 ,或 者 (其 实 也 是 一 样 ) 设 oo 关 0 我们 也 有 
ao 十 dx 十 iaxz 十 -十 aor" 


Re 


EE a 1\. 
ou 2 Qa/ 
还 有 另外 一 种 分 解法 .如 果 是 2” 次 方程 ,其 形式 为 


bBo— br bx m+ (—1)" b,x™” = 0, 
并 且 有 2” 个 不 同 的 根 P,， 一 名， 提 ， 一 如， prs 
一 bp， 则 


bo—bix dt bxt— t+ (—1)" 5 xz 
2 


3 


元 即 Johaan Bernoulli. 一 一 译 者 注 
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1 1 长 
太一 如 (一 十 二 十 -十 
-( 训 加 


《2) 欧 拉 研究 了 方程 


. 


sinx = 0, 
或 者 
和 好 4 


本 一 下 
左边 有 无 穷 多 项 , 它 是 “无 穷 次 的 >， 因此 , 欧 拉 认为 , 它 理应 有 无 


穷 多 个 根 
0，zx， —x, 2x, —2x, 3x, — 3x, ** 
欧 拉 抛 去 0 这 个 根 ,他 用 * (对 应 于 0 根 的 线性 因子 ) 除 这 个 方程 
的 左边 ,得 方程 
和 十 … 一 0， 
2.3 2.3.4.5 2.3:4.5.6.7 
它 的 根 为 


x 一 xz 2zx， 一 2z，3zx， 一 3z，。 
我 们 可 看 出 前 面 作 类 比 的 情况 , 即 可 与 (1) 中 讨论 过 的 2” 次 方程 
分 解 为 线性 因子 的 最 后 一 种 方法 作 类 比 . 欧 拉 由 类 比 得 出 


2 4 6 


sinx 一 1 于 3 a 于 me 
x 2.3 2.3.4.5 2.3….7 
2 2 2 
1 一 之 (1 CG 0 En 
( 二 4 了 9m 
A RE 


ES re 
4 9 


这 就 是 雅克 ， 伯 努 利 没 能 解决 的 那个 级 数 的 和 ， 但 是 它 是 一 个 大 
胆 的 论断 . 8 
《3) 欧 拉 深 知 他 的 结论 是 大 胆 的 . 他 十 年 后 写 道 ::“ 这 种 方 
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法 是 新 的 并 且 还 从 来 没有 这 样 用 过 .” 他 亲 白 看 到 某 些 蜡 议 , 并 且 
当 他 的 数学 界 的 朋友 们 从 第 一 次 惊叹 中 清醒 过 来 时 ， 对 他 的 结论 
也 提出 了 许多 异议 . 
当然 , 欧 拉 有 理由 相信 他 的 发 现 ， 首先 , 数值 2/6 作为 这 个 
级 数 的 和 与 从 前 估算 的 结果 到 小 数 点 后 最 末 一 位 数字 都 一 致 .更 
进一步 比较 sin x 作为 无 穷 乘积 中 的 系数 ,他 发 现 了 另 一 个 值得 注 
意 的 级 数 之 和 ,得 (自然 数 ) 四 次 方 倒数 之 和 
1 1 1 1 a 


下 


16 81 256 625 90 


他 考查 了 这 个 数值 并 且 再 一 次 发 现 了 一 致 性 . 

(4) 欧 拉 还 用 另外 的 例子 试验 了 他 的 方法 .通过 他 头 一 种 方 
法 的 多 种 变型 ， 得 以 重新 导出 了 雅克 伯 努 利 级 数 的 和 为 /6， 
而 且 成 功 地 用 他 的 方法 重新 发 现 了 一 个 重要 级 数 一 一 莱 布 尼 兹 级 
数 的 和 |， 

主 我 们 来 讨论 最 后 这 一 点 .我们 按 欧 拉 的 思路 来 考察 如 下 的 
方程 : 


1— sinx= 0, 


zz _ 3 Sx Ie 9 llx 
i 


2 Pi 2” 2° 2 
然而 ,这 些 根 每 一 个 都 是 重 根 . 《曲线 y = sin x 不 在 这 些 横 坐标 
上 与 y = 1 的 直线 相交 ,而 是 与 它 相 切 .对 于 这 些 * 值 , 左边 的 
导数 变 为 零 ,但 二 阶 导数 不 为 零 .) 因 此 方程 
20 A OE A SR 
1 123 1°2.3-4°5 


a 3 Be Se 
> > > > > 9 


2 2 Pe 2 2 
而 且 依 欧 拉 的 类 比 可 将 其 分 解 为 线性 因子 
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x 好 好 
Re Es -0 
1 4 1 后 1-2.3 1-2.3.45 


a 


比较 两 边 * 的 系数 ,我 们 得 


2 和 
A 3x Sx 77 
A Td 1 过 1 a 
4 3 5 学 11 


这 是 著名 的 莱 布 尼 兹 级 数 ; 欧 拉 大 胆 的 步骤 导出 了 一 个 以 前 知道 
的 结果 . 欧 拉 说 : “这 对 我 们 那个 被 认为 还 有 某 些 不 够 可 靠 之 处 
的 方法 ,现在 可 充分 予以 肯定 了 ,因此 我 们 对 于 用 同样 方法 导出 的 
其 他 一 切 结果 也 不 应 怀疑 .” 

(5) 然而 欧 拉 继 续 怀 疑 。 他 继续 作 (3) 中 所 述 的 数值 检验 ， 
他 核算 了 更 多 级 数 和 的 更 多 位 小 数 ， 并 且 发 现 所 有 核算 结果 都 一 
致 ， 他 也 试验 过 另外 的 方法 , 并 且 最 后 他 成 功 地 证 明了 值 2/6 作 
为 雅 各 * 伯 努 利 级 数 的 和 ,不 仅 是 近似 的 ,而 且 是 准确 的 ， 他 发 现 
了 一 个 新 的 证 明 . 这 个 证 明 虽 然 不 明显 而 且 要 用 巧妙 手法 , 但 它 
基于 更 通常 的 考虑 并 且 被 人 认为 是 完全 严格 的 ， 于 是 , 欧 拉 发 现 
中 最 突出 的 结果 得 到 了 令 人 满意 的 证 明 . 

这 些 论 证 ,看 来 使 欧 拉 深信 他 的 结果 是 正确 的 ". 


5 7. 类 比 和 归纳 


我 们 希望 学 到 一 些 搞 发 明和 作 归 纳 的 推理 过 程 . 我 们 从 上 面 
所 讲 的 历史 可 以 学 到 些 什 么 呢 ? 
《1) 欧 拉 成 功 的 决定 性 因素 是 大 胆 . 从 严格 逻辑 角度 来 回 


1 距 他 的 第 一 次 发 现 差不多 十 年 之 后 , 欧 拉 返回 到 这 个 问题 ,回答 了 异议 ,在 一 定 
程度 上 完成 了 他 原来 的 启发 式 的 方法 ， 并 且 给 出 了 一 个 新 的 本 质 不 同 的 证 明 . 
见 < 欧 拉 全 集 *», 第 1 辑 ,第 14 着 ,73~86 页 ， 138~155 页 ，177 ~186 页 ;和 156 
一 176 页 ,包括 有 关 这 个 问题 的 历史 的 一 个 注释 。 
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顾 , 他 的 做 靶 是 莞 廖 的 . 他 把 对 某 种 情况 来 说 尚未 发 明 的 法 则 应 
用 到 这 种 情况 上 了 ， 即 把 关于 一 个 代数 方程 的 法 则 应 用 到 一 个 非 
代数 方程 的 情况 中 去 ， 在 严格 的 逻辑 意义 下 欧 拉 的 步骤 是 不 允许 
采取 的 ,但 是 他 用 了 一 门 新 兴 科学 中 最 好 的 成 就 来 作 类 比 ,而 类 比 
告诉 他 可 以 这 样 做 。 这 门 新 科学 , 在 几 年 以 后 , 他 自己 把 它 称 为 
“无 穷 分 析 ”。 在 欧 拉 以 前 , 别 的 数学 家 曾 通过 从 有 限 差分 过 渡 到 
无 限 小 的 差分 ,从 一 个 有 限 项 的 和 过 渡 到 一 个 无 限 项 的 和 ,从 一 个 
有 限 乘 积 过 渡 到 无 限 乘积 .因此 欧 拉 应 用 了 从 有 限 过 渡 到 无 限 这 
个 法 则 ,从 有 限 次 方程 (代数 方程 ) 过 渡 到 无 限 次 方程 ， 

这 种 从 有 限 到 无 限 的 类 比 , 是 埋伏 着 许多 危险 陷阱 的 。 欧 拉 
怎么 能 避 开 它们 呢 ? 一 些 人 会 回答 说 因为 他 是 一 位 天 才 , 这 当然 
全 然 不 是 理由 ， 欧 拉 信 赖 他 的 发 现 是 有 充分 理由 的 . 我 们 只 要 稍 
具 普 通常 识 , 就 能 够 理解 他 的 理由 , 而 无 需 提 出 什么 天 才 的 、 具 有 
不 可 思议 的 洞察 力 这 种 说 法 . 

(2) 前 面 概括 ? 的 欧 拉 信赖 其 发 现 的 理由 并 非 论 证 逻辑 。 欧 
拉 并 没有 从 头 考察 他 那 猜想 的 理由 ， 并 未 研究 由 有 限 过 渡 到 无 限 
的 这 种 大 胆 猜想 的 根据 3。 他 只 考察 了 最 后 的 一 些 结论 。 他 把 对 
于 任何 一 个 结论 的 证 实 都 看 作 是 有 利于 他 的 猜想 的 证 所 .他 接受 
近似 和 准确 性 的 验证 , 但 他 似乎 更 重视 准确 性 的 验证 。 他 还 考察 
了 由 密切 相关 的 类 似 猜想 得 出 的 一 些 结论 ”, 并 把 每 一 个 这 种 结论 
的 证 实 都 看 作 是 有 利于 他 自己 的 猜想 的 一 个 论据 . 

事实 上 , 欧 拉 的 理由 是 归纳 性 的 。 考察 一 个 猜想 的 结论 并 根 
据 这 种 考察 的 结果 来 判断 狂想 是 否 可 靠 ， 这 是 一 种 典型 的 归纳 方 
法 .在 科学 研究 上 也 同 在 日 常生 活 中 一 样 , 我 们 对 于 一 个 猜想 的 
信赖 程度 ， 会 而 且 应 该 根据 从 其 得 出 的 可 观察 到 的 结果 符合 于 事 
实 程度 的 多 少 来 判断 . 


1) 在 $6 (3)，(4)，(5) 关于 欧 拉 的 概括 见 < 欧 拉 全 集 > 第 I 辑 ;第 14 卷 , 140 页 。 
2》 把 sin x 表 为 一 个 无 限 的 结果 . 
3) 特别 关于 1 一 sin x 的 结论 . 
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简 而 言 之 , 欧 拉 似乎 就 是 按照 有 普通 常识 的 人 ,包括 科学 家 或 
非 科 学 家 在 内 , 通常 都 会 思考 的 那样 来 思考 问题 的 . 他 似乎 承认 
某 些 原则 :如 果 一 个 猜想 有 任何 新 的 结论 得 到 证 实 ， 它 就 变 得 更 
为 可 车 而 且 : 像 如 有 一个 与 之 相 类 做 的 销 想 变 得 束 可 靠 ， 则 这 
个 猜想 也 就 变 得 更 可 靠 


归纳 过 程 中 的 根本 原则 确实 就 是 这 样 的 吗 ? 


第 二 章 的 例题 和 注释 
第 一 部 分 
1. 于 确 的 推广 
A. 求 三 个 数 =, y 和 x 满足 下 列 方程 组 : 
9r—6y—10:=1, 
—6r+4y+ 7s = 0, 
++ P= 9 
若 要 解 A, 则 在 A 的 下 列 三 种 推广 问题 B, C, D 中 , 你 指出 那 种 扒 
广 较 有 助 于 解决 问题 ? 
B. 自 三 元 联 立方 程 解 三 个 未 知 数 。 
C. 求 三 个 未 知 数 , 先 解 三 元 联 立 方程 的 头 两 个 线性 方程 , 再 
解 第 三 个 是 二 次 方程 . 
D. 求解 ”个 未 知 数 ， 先 解 ” 元 联 立 方程 的 头 ”一 1 个 线性 
方程 
2. 已 给 一 点 及 一 “ 正 " 六 棱锥 (如 果 棱 锥 的 底 是 正 多 边 形 且 棱 
锥 的 高 过 其 底 的 中 心 则 称 此 棱锥 为 “ 正 ”的 ), 求 作 一 平面 过 所 给 点 
且 平 分 正六 棱锥 体积 
提示 : 为 了 对 你 有 所 帮助 ,向 你 提 个 问题 ,什么 是 正确 的 推广 ? 
3. A. 有 公共 点 0 的 三 直线 不 共 平面 ， 过 0 作 一 平面 与 三 直 
线 成 等 角 ， 
B. 有 公共 点 的 三 直线 不 共 平面 ，P 为 其 中 一 直线 上 一 点 , 过 
P 作 一 平面 与 三 直线 相交 成 等 角 . 
比较 问题 A 和 B， 你 能 用 一 个 问题 的 解 帮助 得 出 另 一 个 问题 
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的 解 吗 ? 它们 的 逻辑 关系 是 什么 ? 
4. A. 计算 积分 


代 (1 + xz)-adr。 
B. 计算 积分 
[CE (p+ xr) 3 dr, 


此 处 P 是 一 个 给 定 的 正 数 。 

比较 问题 A 和 B， 你 能 用 一 题 的 解 帮助 得 出 另 一 题 的 解 吗 ? 
它们 的 逻辑 关系 是 什么 ? 

5 一 个 极端 的 特殊 情形 。 两 人 坐 在 长 方形 桌 旁 ,并 且 两 人 相 
继 轮流 往 桌 上 平 放 一 枚 同样 大 小 的 硬币 ， 条 件 是 硬币 一 定 要 平 放 
在 桌面 上 , 不 能 使 后 放 的 硬币 压 在 先前 的 硬币 上 , 这 样 继续 下 去 ， 
最 后 桌面 上 只 剩 下 一 个 位 置 时 谁 放下 最 后 一 枚 , 谁 就 算 胜 了 , 钱 就 
都 归 谁 ， 设 两 人 都 是 能 手 , 先 放 的 胜 还 是 后 放 的 胜 ? 

这 是 一 个 由 来 已 久 但 是 值得 深思 的 难题 ， 当 有 人 向 一 个 确 有 
才能 的 数学 家 提出 这 个 难题 时 。 他 说 : “如 果 这 桌子 小 到 只 能 放 
下 一 枚 硬币 , 那 末 第 一 个 放 的 当然 会 获胜 .” 他 提出 一 个 极端 特殊 
情形 ,从 而 使 得 这 个 问题 的 解答 变 得 很 显然 了 . 

从 这 个 特殊 情形 , 你 可 以 设想 桌子 变 大 , 能 放下 更 多 的 硬币 . 
也 可 把 这 个 问题 一 般 化 , 设想 有 各 种 形状 和 大 小 的 桌子 。 如 果 你 
子 ,那样 就 会 得 到 解答 ,至 少 很 接近 解答 了 . 

6. 已 知 二 圆 , 求 作 公 切 线 . 

提示 : 想 出 一 个 容易 做 的 特殊 情形 . 

7. 起 主导 作用 的 特殊 情形 。 多 边 形 面积 是 A ,其 所 在 平面 与 
另 一 平面 的 交角 是 a。 求 这 多 边 形 在 另 一 平面 上 正 投影 的 面积 。 

这 里 没有 指定 多 边 形 的 形状 ， 但 是 有 无 穷 的 各 种 各 样 可 能 的 
形状 。 我 们 应 该 讨论 哪 一 种 形状 ? 我 们 应 该 首先 讨论 哪 种 形状 ? 

有 一 种 形状 讨论 起 来 特别 方便 ; 底 边 乎 行 于 两 平面 交 线 ! 的 
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挎 形 。 设 这 种 丈 形 的 底 是 a, 高 是 4, 其 面积 是 5, 其 投影 长 度 分 
别 是 a, 5 cosc, 投 影 面积 是 8 cosc。 故 若 多 边 形 面积 是 4, 则 投 
影 面积 是 A cose. 

底 边 平行 于 ? 的 矩形 不 仅 是 特别 容易 处 理 的 特殊 情形 ,而 且 
又 是 一 种 有 丰 导 作用 的 特区 情形 ， 丰 时 竺 他 的 角 包 全 了 一 般 问题 
的 解 . 故 由 此 可 以 推广 到 直角 边 平行 于 1 的 直角 三 角形 (用 对 角 线 
平分 上 述 和 矩形 ), 再 推广 到 一 种 平行 于 1 的 三 角形 (由 上 述 两 直角 
三 角形 组 成 ); ”最 后 推广 到 一 般 多 边 形 (可 分 解 为 前 述 许多 三 角 
形 )。 甚 至 我 们 还 可 以 推广 到 曲 边 形 (看 作 多 边 形 的 极限 )。 

8. 同 合 弧 所 对 的 圆心 角 二 倍 于 圆周 角 (Euclid II，20.). 

如 果 圆 心 角 给 定 , 贺 局 角 位 置 可 任 取 , 取 什么 特殊 位 置 有 利于 
证 明 ( 最 优 的 特殊 情形 )? 

9. 解析 函数 论 中 的 柯 西 《Cauchy》 定 理 说 ; 解析 函数 沿 任 
何 闲 曲 线 (其 内 函数 正则 ) 的 积分 为 零 ， 证 明 时 取 三 角形 曲线 为 主 
导 特 例 ,以 后 推广 到 多 边 形 (三 角形 合成 ) 到 曲线 (多 边 形 极限 ), 这 
可 与 例 7, 8 作 类 比 , 

10. 有 代表 性 的 特殊 情形 。 设 要 解 有 关 7 边 形 的 问题 , 作 一 
五 边 形 ， 针 对 这 五 边 形 解 出 问题 , 若 发 现 对 n 一 5 的 解法 对 任何 
7 都 适用 ,这 wn = 5 就 是 一 有 代表 性 的 特殊 情形 , 它 能 代表 一 般 情 
形 ,但 ”一 5 的 特殊 情形 应 不 比 一 般 情形 简单 才 有 代表 性 . 

在 教学 上 用 代表 性 的 特殊 情形 讲 较 方便 ， 我 们 可 以 只 通过 仔 
细 讲 解 三 阶 行 列 式 的 方法 来 讲 # 阶 行列 式 的 定理 . 

11. 可 类 比 的 情形 ， 设 计 一 种 飞机 , 使 乘客 在 飞机 出 事 时 不 
易 折 伤 颅骨 。 医生 研究 这 一 问题 时 , 用 蛋 壳 在 各 种 情况 下 被 敲 碎 
的 情形 来 做 实验 .他 做 的 是 什么 ? 他 改变 了 一 下 原 题 ， 把 颅 沉 问 
题 化 为 蛋 壳 问题 ， 原 问题 和 辅助 问题 的 联系 是 一 种 类 比 。 从 机 械 
结构 方面 来 说 ， 人 脑 与 鸡蛋 大 致 类 似 ; 两 者 都 有 看 脆 的 外 壳 和 浆 
液 内 含 物 . 

12， 假 如 空间 二 直线 为 三 平行 平面 所 截 ， 则 相应 的 截 段 成 比 
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提示 : 设想 一 个 较 简单 的 类 似 定理 . 
13. 平行 六 面体 的 四 条 对 角 线 交 于 一 点 , 且 各 互相 平分 . 
是 否 有 较 简单 的 类 比 定理 ? 

14. 三 面 角 每 两面 角 之 和 总 大 于 第 三 个 。 

是 否 有 较 简单 的 类 比 定理 ? 

15. 设 以 四 面体 作为 三 角形 的 类 比试 举 立体 几何 中 与 下 述 
平面 几何 中 类 似 的 概念 : 平行 四 边 形 , 矩形 , 正方 形 ， 角 平分 线 . 
再 试 述 一 立体 几何 定理 类 似 于 下 列 平面 几何 定理 : 三 角形 的 三 条 
角 平分 线 交 于 一 点 ,这 个 点 是 其 内 切 圆 的 圆心- 

16. 若 把 空间 核 锥 看 作 是 三 角形 的 类 比 。 试 述 与 下 列 平面 图 
形 可 类 比 的 立体 图 形 ， 平 行 四 边 形 ,矩形 , 咖 。 再 试 述 一 立体 几何 
定理 闫 似 于 下 列 平 面 几何 定理 : 加 面积 等 于 以 中 用 为 底 边 以 学 从 
为 高 的 三 角形 面积 . 

17， 想 出 一 立体 几何 定理 类 似 于 下 列 平面 几何 定理 ; 等 腰 三 
角形 的 高 通过 麻 边 的 中 点 

你 认为 什么 样 的 立体 图 形 可 与 等 腰 三 角形 类 似 ? 

18， 伟 大 的 类 比 。(1) 前 面 的 例 12 ~ 17 都 是 对 平面 几何 和 立 
体 几何 作 类 比 。 这 种 类 比 有 多 种 多 祥 因 而 常常 是 含糊 的 和 不 总 是 
确定 的 ,但 是 它 是 提出 新 问题 和 获得 新 发 现 取 之 不 竟 的 泉源 . 

(2) 数学 的 研究 对 象 并 不 只 限于 数 和 形 。 总 的 说 来 ,数学 和 
远 辑 两 者 是 不 可 分 隔 的 ， 凡 属 严密 理论 的 研究 对 象 都 可 作为 数学 
的 研究 对 象 。 然 而 , 数 和 形 毕竟 是 数学 通常 所 研究 的 最 多 的 对 象 ， 
数学 家 通常 用 数 的 性 质 来 说 明 图 形 的 事实 ， 也 用 图 形 的 性 质 来 说 
明 数 的 事实 , 故 数 与 形 有 多 方面 的 类 比 。 有些 方 面 的 类 比 是 很 明 
白 的 ,如 解析 几何 中 代数 与 几何 的 相应 关系 。 例如 取 之 不 尽 的 各 
种 各 样 的 几何 图 形 与 各 种 各 样 可 能 运算 的 数 之 亲 的 对 应 关系 

(3) 极限 和 极限 过 程 引入 另 一 种 类 比 ， 有 限 与 无 限 的 类 比 . 
所 以 无 穷 级 数 与 积分 在 许多 方面 (它们 的 极限 ) 同 有 限 和 可 作 类 比 ; 
微分 法 类 似 于 有 限 差分 法 ;微分 方程 , 特别 是 线性 齐 次 的 ,就 同 代 
数 方程 有 点 类 似 ,等 等 ， 在 积分 方程 论 中 ,就 对 ”元 线性 联 立方 程 
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在 积分 学 中 的 类 比 给 出 了 很 好 的 回答 。 有 限 与 无 限 的 类 比 是 特别 
吸引 人 的 ， 因 为 这 种 类 比 有 其 特有 的 困难 与 危险 。 它 可 以 引 向 发 
现 或 导致 错误 (参看 例 46). 

《4》 伽利略 发 现 了 抛射 体 的 抛物 线 轨道 和 它们 的 运动 的 定量 
规律 ,他 在 天 文学 方面 也 是 一 个 伟大 的 发 现 者 ,用 他 当时 新 发 明 的 
望远镜 他 发 现 了 木星 的 卫星 类 似 于 地 球 的 月 亮 ， 金 星 的 图 缺 类 似 
于 月 亮 的 圆 缺 . 这 种 发 现 是 对 当时 尚 有 争论 的 哥 白 尼 (Copernicus) 
的 日 心 学 说 的 极 大 支持 ， 很 奇怪 他 没有 看 出 天 体 运动 与 抛射 体 运 
动 之 间 的 相似 关系 (这 种 运动 轨道 是 他 发 现 的 )。 抛射 体 行 迹 弯 向 
地 球 也 同月 球 轨道 弯 向 地 球 一 样 。 牛顿 是 坚持 这 种 类 比 的 : “.…. 
抛射 出 去 的 石子 ， 为 其 
重量 所 迫 ， 离 开 直 线 轨 
道 而 在 空中 循 曲线 前 
进 … 最 后 下 落 到 地 上 ; 
抛射 的 速度 愈 大 ， 则 在 
其 下 落地 面 以 前 飞行 的 
距离 愈 大 ， 故 可 假设 在 
其 下 落地 面 以 前 描 划 了 
1, 2, 5, 10, 100, 1000 
英里 长 的 曲线 弧 ， 直 到 
最 后 超出 地 球 的 范围 、 
跑 到 宇宙 空间 ， 而 不 再 
接触 地 面 . ”” (参看 图 
2.4.) 图 2.4 ”根据 牛顿 的 原理 ,从 石子 的 轨道 

连续 性 变化 .石子 列 朋 于 的 机 六 
的 轨道 转 人 到 月 球 的 轨道 。 像 石 子 和 月 球 相对 于 地 球 运动 , 也 像 
卫星 相对 于 木星 ， 或 者 像 金 星 和 别 的 行星 相对 于 太阳 运动 一 样 . 


1) “牛顿 看 士 的 自然 哲学 的 数学 原理 和 他 的 世界 体系 > (Sir Isaac Newton's 
Mathematical Principles of Naural Philosophy and is System of the 


World)? 翻 译 ; 莫 特 (Motte), 校 对 : 卡 乔 里 (Cajori), Berkely, 1946; 见 551 页 。 
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如 果 没 有 这 些 形象 化 的 类 比 ， 我 们 对 牛顿 的 万 有 引力 定律 就 不 能 
充分 地 了 解 。 直到 今天 , 我 们 仍 把 万 有 引力 看 作为 最 伟大 的 一 项 
科学 发 现 ， 
19， 明 确 的 类 比 ， 类 比 往往 是 含糊 的 ， 什 么 对 什么 类 比 ? 回 
答 这 个 问题 往往 是 含糊 的 . 对 类 比 的 含糊 并 不 因此 而 稍 减 其 趣味 
和 用 处 . 但 是 那些 已 经 在 逻辑 概念 上 或 在 数学 概念 上 达到 非常 清 
晰 程度 的 类 比 概念 尤其 值得 考 旧 。 
(1) 所 谓 类 比 是 指 有 类 似 的 关系 。 例 如 受 同 一 规律 支配 的 各 
种 关系 就 可 以 说 它们 之 间 的 类 比 是 有 明确 意义 的 。 从 这 个 意义 上 
讲 , 加 法 和 乘法 是 类 似 的 , 因 两 者 依 同样 的 规律 运算 , 都 适合 交换 
律 和 结合 律 5 
4 十 0 一 0 十 ay ab = ba, 
(at+6b)+e=a+(bie), (ab)c 一 a(5c)。 
两 者 都 有 逆 运 算 ; 方 程 
4 十 xm 于 0 ax=b 
都 有 唯一 解 , 《为 了 表示 上 述 法 则 毫 无 例外 地 成 立 , 当 我 们 考虑 加 
法 时 , 可 以 允许 有 负数 。 当 我 们 考虑 乘法 时 , 我 们 必须 假定 a 天 
0.) 从 这 点 上 ,减法 就 类 似 于 除法 , 因 上 述 二 方程 的 解 分 别 是 
b 


r= —a, xz 一 -一 )， 
a 


此 外 , 数 0 与 工 类 似 ;因为 任 一 数 加 0 与 任 一 数 生 1 一 样 , 都 不 改 
变 那 个 数 ， 

4 十 0 一 ay 4 . 工 王 G。 
不 管 是 对 有 理 数 、 实 数 或 复数 ， 这 些 规 律 都 一 样 . 一 般 说 来 ， 得 全 


比 的 意义 是 完全 明确 的 。 
(2) 实数 的 相 加 与 正 数 的 相 乘 还 在 另 一 种 意义 上 有 类 似 之 
处 .任意 实数 7 是 某 正 数 z 的 对 数 ， 
r= logp. 
〈 若 根据 常用 对 数 , r 一 一 2 是 p 一 0.01 的 对 数 .) 根 据 这 一 关系 ， 
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每 一 正 数 必 有 一 实数 与 之 对 应 ,反之 亦 然 。 在 这 对 应 关系 中 ,实数 
相 加 相应 于 正 数 相 乘 . 若 
r=logp, r=lgp, 1"— logp”, 


则 
f++r=r 与 pp'=p” 

中 有 任 一 式 成 立 , 必 也 意 昧 着 另 一 式 成 立 .二 者 用 不 同 的 语言 说 出 
了 同一 关系 .我 们 可 以 说 P 取 对 数 后 译 成 了 实数 r+， + 是 译文 ,了 
是 原文 (我 们 也 可 以 把 “译文 "和 “原文 ”交换 一 下 ,但 是 我 们 必须 进 
行 选择 ,并 且 当 我 们 选 定 后 ,我 们 就 遵循 这 种 选择 )， 这 样 ,加 法 就 
是 乘法 的 译文 , 减法 就 是 除法 的 译文 , 0 是 1 的 译文 , 实数 加 法 的 
交换 律 和 结合 律 可 以 看 作 是 正 数 乘法 交换 律 和 结合 律 的 译文 。 译 
文昌 与 原文 不 同 ， 但 从 原文 中 二 元 素 间 的 关系 可 肯定 知道 译文 中 
相应 元 素 间 有 相应 关系 ,反之 亦 然 。 这 种 翻译 过 程 ， 是 一 一 对 应 的 
且 保 持 某 些 关系 不 变 的 规律 ， 用 数学 术语 讲 叫做 同 构 . 同 构 就 是 
一 种 意义 完全 明确 的 类 比 ， 

(3) 第 三 种 意义 完全 明确 的 类 比 在 数学 上 叫 同 态 (或 缺 面体 
的 同 构 )。 如 果 想 讨论 充分 多 的 例子 ,或 者 给 出 精确 的 叙述 那 将 花 
费 许多 时 间 。 但 是 我 们 可 以 尝试 如 下 的 近似 叙述 , 同 态 可 以 说 是 
一 种 有 系统 的 缩 简 译 法 ,在 这 种 译 法 下 ,原文 不 仅 译 成 了 另 一 种 文 
字 , 而 且 译文 有 系统 地 、 均匀 地 简 缩 为 原文 的 一 半 、 三 分 之 一 或 基 
个 别 的 分 数 ， 这 样 ， 节 译 后 细微 的 地 方 可 能 丢失 了 ， 但 是 原文 里 
每 个 东西 被 译文 里 某 些 东西 表达 出 来 了 ， 在 简化 后 的 范围 内 各 种 
关系 还 是 保持 下 来 了 . 

20、 几 位 妆 学 家 的 名 句 扩 录 

“让 我 们 看 看 ,我 们 能 否 随便 设想 一 个 更 容易 求解 的 包括 原来 
问题 的 一 般 问题 。 这 样 , 当 我 们 求 一 曲线 在 给 定点 处 的 切线 时 ,我 
们 设想 可 先 求 过 该 定点 与 给 定 曲 线 相交 的 直线 ， 此 直线 在 距 给 定 
点 已 知 距 离 处 的 另 一 点 与 曲线 相交 。 这 个 间 题 用 代数 可 以 很 容易 
解决 。 解 决 了 此 问题 之 后 , 我 们 会 发 现 , 切线 是 一 种 特例 。 亦 即 ， 
当 此 给 定 距 离 为 无 限 小 , 化 为 一 个 点 , 即 趋 于 零 时 的 特例 .”( 莱 布 
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尼 兹 ) 

“经 常 发 生 这 种 情况 ， 如 果 事 先 你 曾 直接 解决 过 一 般 性 问题 ， 
那么 一 般 性 问题 会 比特 殊 问 题 还 容易 .”《 狄 利克 雷 ，《Dirichlet)， 
戴 德 金 《Dedekind)) 

“把 范围 宽广 的 一 个 大 类 属 缩减 到 几 个 品种 ,再 缩减 到 少数 几 
种 [这 样 也 许 是 有 用 的 ]。 而 最 有 用 的 是 把 一 个 大 的 类 属 简化 到 最 
少 的 几 个 品种 .”( 莱 布 尼 兹 ) 

“在 哲学 中 正确 的 作法 通常 是 考虑 相似 的 东西 ,虽然 这 些 东 西 
彼此 相距 甚 远 .“( 阿 里 斯 多 德 ) 

“就 比较 可 以 把 未 知 关系 化 为 已 知 关系 来 说 ,比较 是 有 很 大 价 
值 的 . 

正确 的 了 解 , 归根 到 底 就 是 抓 住 关 系 。 但 若 我 们 能 在 很 不 同 
的 情况 下 和 对 于 完全 不 相关 的 对 象 中 认 出 同样 的 关系 ， 那 么 我 们 
对 这 个 关系 就 了 解 得 更 清楚 更 彻底 .”( 叔 本 华 (A. Schopenhauer)》 

无 论 如 何 你 应 该 记 住 ， 推 广 有 两 种 类 型 ,一 种 是 价值 不 大 
的 ， 另 一 种 是 有 价值 的 。 推广 之 后 冲淡 了 是 不 好 的 ,推广 之 后 
提炼 了 是 好 的 . 用 水 把 酒 冲淡 是 容易 的 ,但 这 没 价值 了 ,从 好 的 东 
西 中 再 提炼 更 纯净 的 精制 品 是 不 容易 的 ， 但 却 有 价值 ， 推 广 就 是 
把 以 前 分 散在 范围 很 广泛 的 几 种 概念 压缩 凝聚 成 一 个 概念 、 群 论 
把 出 现在 代数 、 数论 , 分析、 几何、 晶体 学 及 其 他 部 门 中 的 概念 提 
炼 成 公共 的 概念 ， 就 是 好 的 推广 。 有 些 时 兴 的 提炼 ， 把 小 道理 戴 
上 大 帽子 ,这 种 例子 很 多 ,但 容易 得 罪人 ,不 举 了 ?. 


第 二 部 分 
这 第 二 部 分 的 例题 和 注释 与 $ 6 彼此 有 联系 。 它们 多 数 直接 
或 间接 地 涉及 到 例 21, 所 以 我 们 首先 应 该 来 阅读 它 。 
21. 猜想 E， 把 等 式 
1) 参看 G. 波 利 亚 与 G. 化 可 :分析 中 的 问题 和 定理 ?>(G. P6lya and G. Szeg8, 


Aufgaben und Lehrstdze aus der Analysis), 第 1 着 * 第 VII 部 分 。( 中 译本 : 
张 英 宙 ， 宋 国 栋 等 译 * 上 海 科学 技术 出 版 社 ，1981。 一 一 译 者 ) 
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2 > x 
sin x :一 夸 )(1 一 大 )(1 一 i 

看 作 猜 想 , 称 作 “ 猿 想 E”. 现 仿 欧 拉 用 归纳 法 来 考察 这 猜想 , 即 用 
事实 来 对 证 。 也 就 是 , 设 互 成立 ,再 考察 从 这 假定 推出 的 结论 是 否 
真实 ， 

在 下 文中 我 们 认为 读者 已 熟悉 了 微 积分 的 原理 〈 从 形式 上 来 
说 在 欧 拉 发 现 这 些 东 西 的 时 候 已 完全 清楚 了 ) ,其 中 包括 严格 的 极 
限 的 概念 (关于 这 点 欧 拉 从 来 没有 获得 完全 清晰 的 结果 )， 我 们 将 
仅 用 极限 的 方法 来 证 明 它 是 正确 的 〈 它 们 大 部 分 是 十 分 容易 的 )， 
但 是 我 们 将 不 详 述 其 理由 。 

22. 已 知 sin( 一 *) 一 一 sinx。 此 性 质 与 是 否 相 符 ? 

23. 用 EE 来 预测 下 列 无 穷 乘积 之 值 


-区 (区 全 疝 必 - 芭 … 
24. 用 已 来 预测 下 列 无 穷 乘 积 之 值 

人 全 (一 震 ) 人 硒 )…( 全 
25. 比较 例 23 和 24, 并 作出 一 般 化 的 式 子 。 
26. 用 五 来 预测 下 列 无 穷 乘积 之 值 


a 
27. 试 证 猜想 E 相 当 于 以 下 命题 
sinzxz Jim (+7) (s+1)z(z—1)...(z—n) 
“ Ci" Gy : 
28. 用 sin (x 十 x) 二 一 sinx 验证 一 下 E. 
29. 用 $6 (2) 中 的 方法 ,可 得 猜想 


-的 (- 芭 ) 


证 明 这 不 但 类 似 于 E 而 且 是 E 的 推广 。 
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30. 用 sdinz ~— 2sin cos 这 来 验证 E. 


31. 用 来 预测 下 列 无 穷 乘积 之 值 

G t+)( 和 4) 一 言 )( 有 
32. 用 EE 来 预测 下 列 无 穷 乘积 之 值 

Ce 
33. 比较 例 31 和 32, 并 作出 一 般 化 的 式 子 。 
34. 用 cos (一 +) 一 cosx 来 验证 EE. 
35. 用 cos(x 十 x) 二 一 cosx 来 验证 EE. 


36. 由 EE 来 推算 1 一 sinz 的 乘积 式 (5 6 (2) 中 所 猜 的 )。 
37. 由 互 推出 


cotx 一 … 二 一 + 一 L + 工 + 一 十 一 十 … 
x+2x YX 十 z x xX—x YX 一 2 
38。 由 王 推 出 
cxr— 1 于 (+ 十 + 二 ++ 汪 L 十 
eo Gi 
3 
(i 
加 16 B81 256 625 
呈 
- 瑟 (+ 坪 + ) 
2 64 729 


并 求 等 号 右边 各 括 绝 里 的 无 穷 级 数 之 和 。 


39. 由 EE 推出 下 式 
cosx 一 cn (三 一 三 ) 
:Wn “4 2 
yy ER SE 
x 一 过 有 ee 全 
2 2 2 
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三 人 ns OR No .) 
4 7 7 9 
gx/ 1 1 1 1 
+ 时 (1+ 工 + 二 + 二 + 二 十 
去 9 25 49 81 


16zz 1 1 ee 
SF( 27 1 33+ ) 
32xz3 1 1 
(ey 
十 …， 
并 求 括 弧 中 各 无 穷 级 数 之 和 . 
40. 证 明 
1 十 上 十 二 上 +- 二- 十 和 (1+ 二 + Ll 十， 
4 9 16 25 3\ 9 25 49 
给 出 左边 级 数 和 的 二 种 推 靶 。 
41.( 续 前 题 ) 设 已 知 
arcsiny 一 x 十 1 1 3 巡 T1L35z 上 +. 
23 245 2467 2 


且 对 一 0，1，2，……， 有 
2 24-…20 
Fa- te sn a ey: 
自 此 设法 找 出 第 三 种 推 法 . 
42.( 续 ) 再 求 第 四 种 推 法 。 设 已 知 
pa hd DN 
(arc sin x ) 0 
且 对 mn 一 0, 1, 2,.…， 有 


Ph A 
F 


站 -人 31. 下 才 27m 一 1 x 
2 一生 x2 = |7 2n mm ee oe 
fa xX) x dx | (sinz)™” dz 到 村 2 


43。 欧 拉 (《 欧 拉 全 集 》, 第 1 辑 ,第 1 卷 , 40~41 页 ) 用 下 列 公 
式 ( 对 0 二 x 二 1 成 立 ) 
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es 2 | 
一 Jogz log(1—z) + Et 中 + 二 + — 


4+..., 
9 
计算 上 式 左边 的 近似 值 . 
(a) 试 证 此 公式 ， 
(b) 用 什么 x 值 最 便于 计算 左边 的 和 ? 


十 


理由 使 我 们 可 以 认为 sinx 能 依 方程 


sinx—=0 
的 根 分 解 为 相应 的 线性 因子 。 即使 承认 可 以 这 样 分 , 还 有 一 个 疑 
间 : 欧 拉 并 未 证 明 
0, x, — x 2x, — 2x, 3xs — 3xs °°** 


是 sinx 一 0 的 全 部 根 。 我 们 固然 可 以 说 (用 曲线 y 一 sinx 来 
讨论 ) 除 此 以 外 别 无 实 根 ,但 网 拉 并 未 排斥 复 根 . 

提出 这 个 疑问 的 是 丹尼尔 ， 伯 努 利 (Daniel Bernoulli)《 吉 恩 
伯 努 利 的 儿子 ,1700~ 1788)， 欧 拉 的 回答 是 ,他 认为 


sinx 一 (ec — eis) = limP, (x), 
1 ae 


1 孝 - 申 da 
已 一 [G+ =) -4 2)] 
是 个 多 项 式 ( 若 = 为 奇数 , 则 为 ”次 多 项 式 )。 
试 证 P,(x) 无 复 根 . 
45. 证 明 的 第 二 步 尝 试 。 设 例 44 中 的 ” 是 奇数 ,把 P(x)/x 
分 解 成 这 样 的 因子 的 乘积 ,使 其 第 《个 因子 (对 任何 固定 的 《一 1， 


2 3 在 noo 时 的 极限 是 1 一 局 


46， 关 比 的 危险 。 以 上 从 有 限 到 无 限 的 类 比 , 使 欧 拉 得 出 了 
一 项 发 现 ， 他 绕 过 了 一 个 廖 误 。 底 下 是 一 个 从 贡 比 产生 错误 的 例 
子 
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级 数 


人 
2 3 4 5 6 7 8 
收敛 。 从 其 头 两 项 可 对 ! 作 粗略 估计 : 
i111 
2 . 
现 有 
2 1 
RE 
把 级 数 中 分 母 是 相同 奇数 的 各 项 合并 ,得 
21=2—1+2—1i1+2... 
5 
之 二 = 二 二 
1 3 5 
| 


但 因 1 关 0 而 /一 21.。 错误 在 哪里 ? 你 有 什么 办 法 来 保证 自己 
避免 犯 这 类 错误 ? 
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第 三 章 ”立体 上 几何 中 的 归纳 推理 


甚至 在 数学 里 ,发 现 真理 的 主要 工具 也 是 归纳 和 类比。 
一 拉 普 泣 斯 " (Laplace) 


4 1 多 面体 

“一 个 结构 复杂 的 多 面体 有 许多 面 、 角 和 棱 .” 这 种 含糊 的 叙 
述 几 乎 任何 人 在 立体 几何 中 都 有 些 接触 。 然 而 多 数 人 不 是 决心 认 
真 努力 去 深 挖 这 句 话 的 意义 ， 并 在 此 基础 上 去 探求 一 些 更 精确 的 
知识 ， 正 确 的 作法 应 该 是 很 清楚 地 识别 其 中 包含 的 量 , 并 提出 一 
些 明确 的 问题 ， 所 以 , 假定 我 们 把 多 面体 的 面 、 顶 点 和 楼 的 数目 ， 
分 别 记 为 FF，7 和 EE( 对 应 于 Feace，Vertex 和 Edge 的 第 一 个 字 
母 )， 我 们 提 一 个 明确 的 问题 ; 面 的 数目 F 是 否 都 随同 顶点 数目 
的 增 大 而 一 起 增 大 ? 

先 考察 特殊 多 面体 ,例如 立方 体 (正六 面体 ), 它 的 有 一 6， 
V 一 8, 一 12( 图 3.1 中 的 1).， 再 看 以 三 角形 为 底 的 棱柱 (图 
3.1 中 的 II)， 

F=5, V=6, E=y. 

一 且 朝 这 个 方向 作 了 探讨 ， 我 们 自然 就 会 去 研究 并 比较 展示 
在 图 3.1 中 除了 已 经 叙述 过 的 工 和 开 之 外 的 各 式 各 样 的 立体 图 
形 : 一 个 以 五 边 形 为 底 的 棱柱 〈 见 II)， 以 正方 形 、 三 角形 和 五 边 
形 为 底 的 棱锥 ( 见 IV，V, VI) ,一 个 八 面体 ( 见 VIT) ,一 个 “ 塔 顶 " 体 
(〈 见 VII; 正 六 面体 上 面 那 张 面 是 棱锥 的 底 ) ,和 一 个 截 角 立方 体 ( 见 
区)。 让 我 们 花 点 功夫 , 把 这 些 立体 图 形 画 得 足够 清楚 , 以 便 数 出 

1) “概率 的 哲学 尝试 "(Essai philosophiaue sur fes probabiilitks): 见 e 拉 普 拉 斯 全 

集 > (Oeuvres Complties de Laplace), 第 7 卷 ; 第 V 部 分 . 


»36. 


Ed 
直 
上 
过 
次 


图 3.1 多 面体 
多 体 面 (F) 顶点 .(V) 楼 (E) 
立 体 6 8 12 
三 楼 往 5 | 6 9 
五 楼 柱 7 | 10 15 
方 入 5 | 8 
三 锥 4 6 
五 锥 6 6 | 0 
八 面 体 8 6 12 
“ 塔 项 ” 体 9 9 16 
7 


它们 的 面 ,顶点 和 边 的 数目 ,用 上 面 的 表格 列 出 。 

我 们 的 图 3.1 在 表面 上 有 些 和 矿物 学 家 的 陈列 品 相似 ,而 上 述 
的 表格 则 和 物理 学 家 列 入 笔记 本 的 实验 数据 有 点 相似 。 我 们 按照 
矿物 学 家 或 物理 学 家 想 要 研究 和 比较 他 们 辛勤 收集 的 标本 和 数据 
那样 ， 来 研究 和 比较 我 们 的 图 形 和 数据 表 。 现在 我 们 手 里 有 了 点 
材料 可 以 回答 我 们 原来 的 问题 : “顶点 数 了 是 否 随 面 数 忆 增 大 ?” 
事实 上 , 比较 立方 体 和 八 面体 ( 见 表 中 工 和 VII) 我 们 看 出 ,一 个 是 
了 > P, 另 一 个 了 一 下, 故 答案 是 “ 否 ”1 于 是 , 我们 第 一 个 试图 建 
立 的 一 致 规律 性 失败 了 . 

但 是 ,我 们 可 以 来 探讨 另外 的 问题 ，E 是否 随 F 或 5 增 大 ?为 
系统 地 回答 这 些 问 题 ,我 们 先 按 E 的 增 大 次 序 重 新 编排 上 表 如 下 : 


截 角 立方 体 

“ 塔 顶 ” 体 

观察 我 们 重新 排列 的 数据 , 我 们 可 以 发 现 : 不 存在 所 猜想 的 

这 类 规律 性 。 就 截 角 立 方 体 与 “ 塔 顶 ” 体 来 说 ，E 从 15 增 大 到 16， 

但 了 却 从 10 下 降 到 9。 再 如 , 就 八 面体 与 五 棱柱 来 说 , 互 从 12 增 

大 到 15, 但 F 却 从 8 下 降 到 7。 故 开 和 7 都 不 是 一 致 地 随 互 的 增 
大 而 增 大 的 . 

我 们 还 是 找 不 到 一 个 一 般 成 立 的 规律 。 但 我 们 不 甘心 承认 我 

们 原来 的 想法 完全 错 了 ， 如 果 把 我 们 的 想法 作 一 些 修改 , 它 还 可 
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能 是 正确 的 ,虽然 和 VV 都 不 是 始终 如 一 地 随 E 的 增 大 而 增 大 ,但 
“总 的 趋势 "似乎 是 增 大 的 . 当 我 们 考察 我 们 这 排列 好 的 数据 之 后 ， 
我 们 可 以 看 出 和 V 是 “联合 ” 增 大 的 即 F 十 V 是 在 不 断 增 大 
的 . 于 是 我 们 可 发 现 一 个 更 准确 的 规律 : 即 我 们 表格 中 的 九 种 情 
形 全 都 满足 关系 式 
F+V=E+2. 

这 种 一 贯 的 规律 性 似乎 不 太 可 能 是 偶然 出 现 的 。 于 是 , 我 们 导出 
一 个 猜想 : 不 仅 是 我 们 已 观察 到 的 九 种 情形 , 而 是 对 于 任何 多 面 
体 来 说 , 面 数 加 顶点 数 都 等 于 棱 数 加 二 。 


$ 2. 支持 猜想 的 第 一 批 事实 


一 个 训练 有 素 的 自然 科学 家 不 会 轻易 相信 猜想 。 即 使 这 个 猜 
想 看 来 是 很 合情合理 ,并 在 某 些 情 形 下 被 证 实 了 , 那 他 也 要 探求 一 
下 , 并且 收 集 新 的 观察 结果 或 者 设计 新 的 实验 来 检验 它 。 在 我 们 
的 情形 , 可 以 考察 别 的 一 些 多 面体 , 计算 它们 的 面 、 顶 点 和 楼 的 数 
目 , 并 比较 F 十 VV 是 否 等 于 E 十 2。 弄 清楚 这 个 问题 是 有 意义 的 。 

由 图 3.1， 我 们 可 以 发 现 我 们 验证 过 了 三 个 正 多 面体 正方 
体 、 四 面体 和 八 面体 (T, V 和 VII). 让 我 们 再 来 检验 二 十 面体 和 
十 二 面体 ， 

二 十 面体 的 每 一 面 都 是 三 角形 ，F 一 20. 20 个 三 角形 共有 


60 边 ,但 这 些 边 里 都 有 二 边 重 又 为 二 十 面体 的 棱 , 获 互 一 多 一 30。 


我 们 可 以 发 现 台 也 有 类 似 的 情形 ， 我 们 知道 二 十 面体 每 个 项 点 局 
围 有 5 张 面 。 20 个 三 角形 共有 20X3 一 60 个 角 , 但 每 一 个 顶点 


处 重合 了 5 个 三 角形 的 顶点 ,因此 了 一 多 一 12. 


十 二 面体 的 一 12, 每 个 面 都 是 五 角形 , 每 个 顶点 处 有 三 个 
面 ， 故 
Ei 2 30; 
3 2 
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现在 我 们 把 前 述 的 多 面体 表格 增加 两 项 


多 面体 | 夯 ( 顶点 (1) 楼 (E) 
二 十 面体 20 12 30 
十 二 面体 12 20 30 


这 两 种 情形 都 能 证 实 我 们 的 猜想 ,外 有 
F+V=E+2, 


$ 3. 支持 猜想 的 更 多 事实 


由 于 前 面 的 验证 , 使 我 们 的 猜想 显得 更 加 合理 。 但 它 已 被 证 
明了 吗 ? 根本 没有 . 一 个 谨慎 的 自然 科学 家 ,在 类 似 的 情况 下 ,也 
会 对 他 试验 的 成 功 感到 满意 , 但 他 还 要 作 更 进一步 的 实验 。 我 们 
现在 来 检验 哪 一 种 多 面体 呢 ? 

问题 在 于 我 们 的 猜想 到 目前 已 检验 得 很 充分 了 ， 如 果 再 多 加 
一 个 具体 例子 去 试 ,很 少 能 增加 我 们 对 它 的 信心 , 少 到 不 值得 再 费 
这 番 功 夫 , 去 挑选 一 个 多 面体 来 数 数 它 的 顶点 、 楼 \ 面 .我 们 能 否 寻 
求 一 些 更 值得 做 的 验证 方法 来 检验 我 们 的 猜想 呢 ? 

从 图 3.1 ,我 们 可 以 看 出 ,第 一 行 的 所 有 立体 有 同样 的 性 质 , 它 
们 都 是 棱柱 ， 第 二 行 的 所 有 立体 又 都 是 配 锥 .我 们 的 猜想 对 于 显 
示 在 图 3.1 中 的 三 个 棱柱 和 三 个 棱锥 的 确 是 正确 的 ; 但 是 对 于 所 
有 的 棱柱 和 棱锥 它 也 是 正确 的 吗 ? 

假如 一 个 楼 柱 有 个 侧面 , 则 它 就 共有 *# 十 2 个 面 , 2 个 顶 
点 和 3z 条 楼 。 一 个 棱锥 有 7 个 侧面 ， 它 就 共有 ”十 1 个 面 ， 
7 十 1 个 顶点 和 2n 条 楼. 于是， 我 们 在 第 1 节 的 表格 中 可 以 增 
加 两 项 


多 面 体 
有 ?个 侧面 的 棱柱 
有 ?个 侧面 的 棱锥 
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于 是 ,我 们 的 猜想 F 十 VV 一 EE 十 2 不 仅 对 于 更 多 的 一 、 二 个 多 
面体 而 且 对 于 两 类 数目 无 限 的 多 面体 同样 成 立 。 


§4. 一 次 严格 的 检验 

$ 3 中 最 后 的 那 句 话 相当 大 地 增加 了 我 们 对 猜想 的 信心 ， 但 
是 显然 并 不 是 已 证 明了 它 . 我 们 该 怎么 办 ? 我 们 应 该 继续 试验 更 
多 的 特殊 情形 吗 ? 我 们 的 猜想 似乎 还 算 好 ,经 受 得 起 简单 的 检验 
因此 我 们 应 该 使 它 再 接受 一 些 严格 而 深入 的 检验 ， 作 些 很 有 可 能 
推翻 这 猜想 的 检验 . 

让 我 们 再 来 看 我 们 所 收集 的 多 面体 (图 3.1)。 这 里 有 楼 柱 (I、 
开 I、II1), 有 楼 锥 (IV、V、VI), 有 正 多 面体 (I、V、VI1D); 然而 我 们 已 
经 彻底 研究 过 了 这 些 类 型 ， 别 的 还 有 什么 呢 ? 图 3.1 还 包含 有 在 
立方 体 上 加 “屋顶 "的 “ 塔 顶 " 体 (VII)。 从 这 里 我 们 也 许 看 出 有 推 
广 的 可 能 性 .我 们 取 任何 多 面体 代替 立方 体 ,我 们 取 这 个 多 面体 的 
任 一 个 面 在 上 放 一 个 “屋顶 ”。 假定 原来 的 多 面体 有 五 张 面 、V 个 
顶点 和 E 条 边 , 而且 假 定 所 选 的 面 有 ” 条 边 。 我 们 在 这 个 面 上 放 
置 一 个 棱锥 , 从 而 我 们 获得 一 个 新 的 多 面体 。 这 种 新 的 有 “屋顶 ” 
的 多 面体 有 多 少 面 \ 顶 点 和 边 ? 加 盖 屋 顶 过 程 中 有 一 个 面 (所 选 的 
面 ) 没 有 了 ,而 新 添 了 7 个 面 ,所 以 新 多 面体 共 且 一 1 十 ” 张 面 。 
原来 的 多 面体 的 所 有 顶点 在 加 盖 屋 顶 后 还 是 顶点 ,但 是 增加 了 一 
个 棱锥 的 顶点 ,所 以 新 的 多 面体 共有 Y 十 1 个 顶点 ， 原 来 多 面体 
的 所 有 边 在 加 盖 屋 项 后 还 是 边 ， 但 是 由 于 在 边 为 ”的 那 张 面 上 加 
盖 了 一 个 棱锥 ,所 以 新 的 多 面体 的 边 数 变 为 已 十 >. 

简 而 言 之 ,原来 的 多 面体 的 面 \ 项 点 和 边 分 别 为 F, 了 和 ,而 
带 "屋顶 ”的 对 应 多 面体 面 \ 项 点 和 楼 数 则 分 别 为 

Fi+n—l1l,V+l1 和 E+n, 

我 们 的 猜想 好 这 类 新 的 多 面体 成 立 吗 ? 

假如 关系 式 


下 十 了 一 民 十 2 
成 立 , 那 么 ,显然 关系 式 
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(F+n—1)+(V+1)=(E+n)+2 

也 应 成 立 。 也 就 是 说 ,如果 我 们 的 猜想 在 原来 的 多 面体 的 情形 下 
被 证 实 了 ， 那 么 在 新 的 带 屋顶 多 面体 的 情形 下 也 必然 可 以 证 实 它 
是 正确 的 。 我们 的 猜想 经 受 住 了 “加 屋顶 ”的 推论 , 从 而 它 确 是 通 
过 了 一 个 更 严格 的 检验 。 有 无 穷 无 尽 的 多 面体 都 可 以 由 已 有 那些 
多 面体 通过 重复 加 “屋顶 "的 方法 导出 来 , 而 且 我 们 已 证 明了 我 们 
的 猜测 对 于 它们 的 全 体 都 是 正确 的 。 

另外 ,在 我 们 的 图 3.1 中 最 后 一 个 立体 是 截 角 立方 体 (IX) ,和 
前 面 考 虑 的 方法 类 似 。 假 定 我 们 从 任 一 个 多 面体 截 去 任意 一 个 顶 
点 后 ,用 它 来 代替 原来 的 立方 体 。 假 定 原来 的 多 面体 的 面 、 顶 点 和 
楼 的 数目 分 别 为 

F,，V 和 EF, 
而 且 假定 从 截 去 那个 顶点 射出 来 的 边 有 * 条 ， 截 去 这 个 顶点 后 产 
生出 一 张 新 的 面 《 它 有 7 条 边 )，# 条 新 的 边 和 = 个 新 的 顶点 .总 
起 来 说 ,这 个 新 的 截 角 多 面体 的 面 ,顶点 和 边 的 数目 分 别 为 
F+1, V+n 一 1 和 和 E+. 


现在 ,根据 
F+V=E+2, 
可 得 出 
(F+1)+(V+n—1)=(E+n)+2. 
也 就 是 说 , 我 们 的 猜想 有 足够 顽强 的 生命 力 , 经 得 起 “ 截 顶 ” 的 考 
验 .。 它 通 过 了 另 一 种 严格 的 检验 . 

我 们 很 自然 地 把 上 面 的 陈述 看 成 是 对 我 们 猜想 的 一 个 很 强 有 
力 的 论证 。 我 们 甚至 还 可 以 从 它们 看 出 别 的 东西 : 一 个 证 明 的 初 
步 线索 .我 从 某 一 符合 猜想 的 简单 多 面体 (如 四 面体 或 立方 体 ) 开 
始 ， 进 而 通过 加 盖 屋 顶 和 截 角 来 导出 另外 更 广泛 的 各 式 各 样 的 多 
面体 ,对 于 我 们 的 猜想 也 适用 .我 们 导出 一 切 多 面体 了 吗 ? 那样 的 
话 我 们 就 会 得 出 证 明 ! 此 外 ,或 许 还 有 另外 的 做 法 ,也 像 吉 盖 和 截 
角 一 样 ,能 保持 所 猜想 的 那 种 关系 。 
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$ 5. 验证 再 验证 

自然 科学 家 与 一 般 人 的 智力 活动 过 程 并 没有 本 质 差别 ,但 是 
前 者 更 为 认真 。 一般人 和 科学 家 都 是 从 有 限 的 观察 结果 引起 猜 
想 , 并 且 他 们 也 都 注意 以 后 的 情形 是 否 能 够 和 猜想 一 致 。 当 情 形 
一 致 时 ,说 明 猜 想 更 有 希望 成 立 ， 当 情形 相反 ,。 则 猜想 就 被 推翻 . 
然而 ,到 这 一 步 以 后 ,一 般 人 和 科学 家 就 有 差别 了 . 一般人 也 许 基 
意 多 找 符合 自己 猜想 的 例子 来 验证 ， 但 是 科学 家 则 要 找 和 自己 猜 
想 相 矛盾 的 例子 。 其 理由 是 一 般 人 和 科学 家 一 样 ,都 有 一 些 自 负 ， 
但 是 不 同 的 人 以 不 同 的 东西 引 以 为 自豪 。 一般 人 不 大 喜欢 承认 他 
自己 会 弄 错 ,因此 不 喜欢 有 矛盾 的 情形 。 他 回避 矛盾 , 当 矛 盾 的 情 
有 形 出 现在 他 面前 时 ,他 其 至 有 时 曲解 这 种 矛盾 的 出 现 .科学 家 却 相 
反 , 他 有 充分 的 准备 去 承认 一 个 被 误解 的 猜想 ,但 是 他 不 喜欢 留 下 
问题 不 去 解决 。 当 出 现 了 和 猜想 的 结果 一 致 时 , 并 不 说 明 间 题 已 
被 决定 性 地 解决 。 但 是 若 有 和 猜想 相反 的 情形 发 生 , 就 会 判定 所 
作 猜 想 是 错误 的 。 科学 家 寻求 一 种 认为 决定 性 的 判定 , 寻找 机 会 
推翻 猜想 , 而 且 这 样 的 机 会 越 多 他 就 越 欢迎 。 观察 中 有 一 点 很 重 
要 .。 即 假如 出 现 一 种 情形 威胁 着 要 推翻 猜想 , 而 最 后 经 过 检验 它 
又 和 猜想 相 一 致 ,于 是 这 个 猜想 的 可 靠 性 就 会 大 大 加 强 ， 越 危险 ， 
就 越 被 重视 ;通过 最 富有 威胁 性 的 检验 ,就 给 予 这 个 猜想 以 最 广泛 
的 承认 和 最 强 有 力 的 检验 性 证 明 ， 反 复 检验 实例 ,反复 进行 证 明 . 
一 个 否定 猜想 的 例子 就 更 接近 判定 猜想 的 是 非 ， 这 点 可 以 说 明 为 
什么 科学 家 偏爱 用 反例 来 验证 ， 

现在 ， 我 们 可 以 回 到 原来 的 特殊 问题 并 且 看 我 们 是 如 何 把 前 
面 的 陈述 应 用 于 关于 多 面体 的 实验 性 研究 上 去 的 .每 个 新 实例 如 
果 证 实 了 关系 式 F 十 V 二 E 十 2， 就 会 增加 对 于 这 个 关系 式 具 
有 普遍 真实 性 的 信心 。 当然 、 这 种 单调 的 试验 很 容易 使 人 厌 
倦 ， 如 果 用 一 种 和 前 面 研究 过 的 情形 差别 不 大 的 例子 来 验证 了 猜 
想 ,当然 也 会 增加 我 们 对 猜想 的 信心 , 但 增加 得 很 少 。 事实 上 ,在 
试验 之 前 我 们 容易 相信 ,这 种 情形 和 已 证 实 的 情形 可 能 有 所 不 同 ， 
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es 事实 上 ， a 我们 斌 训 过 风衣 江 各 入 
的 阶段 (32， $3 和 $4), 我 们 可 以 发 现 ， 每 个 阶段 所 产生 的 证 明 方 
法 ,在 本 质 上 都 超过 了 在 它 前 面 已 用 过 的 证 明 方 法 ， 每 一 阶段 对 
狂想 的 证 明 范 围 ,部 起 直 了 富 闻 而 的 证 明达 


5 6. 一 种 很 不 同 的 情形 


多 样 性 是 很 重要 的 ， 让 我 们 来 看 关于 一 些 很 不 同 于 那些 前 面 
已 研究 过 的 多 面体 .于 是 ,我 们 依据 这 个 想法 ,可 以 找到 一 个 镶嵌 
画 的 框架 状 多 面体 .我 们 取 一 条 很 长 的 三 角形 的 杆 , 把 它 分 割 成 四 
段 ， 我 们 对 准 这 些 段 的 末端 把 它们 装配 成 一 个 框架 状 多 面体 .如 
3.2 所 示 这 个 框架 是 放置 在 平板 上 ， 没 有 被 割 的 杆 各 边 都 是 水 
平 的 ,其 水 平 棱 数 有 4 X3 一 12 ,不 是 水 平 的 棱 数 也 有 4X3 一 12 ,所 
以 总 数 是 E 一 12 十 12 一 24， 计算 面 和 项 点， 我 们 发 现 一 4 
X3 一 12, 而 且 了 一 4X3 一 12. 现在 ,FV 一 24 与 E 
十 2 一 26 不 相等 , 即 对 这 个 多 面体 来 说 ,上 述 猜想 不 成 立 ! 
当然 , 我们 可 以 说 , 我 们 从 来 没有 想 要 提出 考虑 这 种 多 面体 ， 
我 们 考虑 的 一 直 是 凸 多 面体 或 者 “球状 "而 不 是 “轮胎 状 " 镶 嵌 画 用 
的 框架 状 多 面体 ， 但 是 这 些 
是 借口 。 事实 上 , 我 们 可 改 
变 我 们 的 态度 并 修改 我 们 原 
来 的 叙述 ,我 们 所 受 的 这 个 
打击 是 有 益 的 ， 它 将 导致 我 
们 最 终 修改 并 更 正确 地 叙述 
我 们 的 猜想 。 但 是 , 无 论 如 
何 这 对 我 们 的 信心 是 一 种 打 
3.2 ”一 个 轮胎 状 的 多 面体 击 . 


$7. 类 比 
镶 画 框架 这 个 例子 否定 了 我 们 原来 的 猜想 形式 。 但是, 可 以 


44。 


通过 附加 一 个 重要 的 限制 条 件 ， 从 而 把 猜想 更 新 成 为 另 一 种 形式 
(我 们 设想 ,这 后 一 种 形式 是 有 所 改进 的 ). 

四 面体 是 凸 的 , 而 且 六 面体 也 是 如 此 , 以 及 我 们 收集 在 图 3.1 
的 另外 的 多 面体 都 是 如 此 ， 还 有 从 所 有 这 些 多 面体 导出 的 截 角 的 
和 由 “适度 的 "加 屋顶 (在 各 面 上 加 盖 充 分 平 的 屋顶 ) 的 多 面体 也 是 
如 此 ， 无 论 如 何 , 这 些 措施 没有 可 能 引导 从 一 个 凸 的 或 “球状 " 立 
体 到 一 个 “轮胎 状 " 立 体 的 危险 . 

说 到 这 里 ,我 们 已 经 做 了 一 定 程度 的 精确 叙述 。 我们 猜想 , 任 
何 吕 多 面体 的 面 \ 顶 点 和 楼 的 数目 ,满足 关系 式 

FitVT=eE+2. 
《限制 “球状 "多 面体 , 也 许 是 较 好 的 , 但 是 我 们 还 希望 给 这 种 术语 
以 更 精确 的 定义 ,》 

这 个 猜想 有 可 能 是 真实 的 。 尽管 如 此 ,我们 的 信心 曾经 动摇 
过 ;因此 ,我 们 想 从 围绕 寻找 能 支持 我 们 的 猜想 的 某 些 新 证 据 ， 我 
们 不 可 能 希望 从 进一步 验证 中 得 到 更 大 的 帮助 ， 似 乎 我 们 已 经 竟 
尽 全 力 了 .但 是 我 们 仍然 可 以 希望 从 类 比 得 到 某 些 帮助 。 存 在 具 
有 启发 性 的 比较 简单 的 类 比 实例 吗 ? 

多 面体 可 与 多 边 形 类 比 。 正如 一 个 多 边 形 是 平面 的 一 部 分 ， 
多 面体 是 空间 的 一 部 分 .一 个 多 边 形 有 确定 的 顶点 数 Y 和 确定 的 
棱 数 五 , 且 显 然 有 


有一 了 
但 是 对 凸 多 边 形成 立 的 这 个 关系 式 , 初 看 起 来 很 简单 ,事实 上 是 有 
失 于 低估 了 一 个 更 为 复杂 的 关系 式 
Fi+V=E+2. 
我 们 认为 它 适用 于 一 切 凸 多 面体 
假如 我 们 真正 地 关心 这 个 问题 ， 我 们 自然 地 会 试图 将 这 两 个 
关系 式 引 向 彼此 接近 . 有 一 个 这 样 做 的 灵巧 的 方法 , 首先 将 各 种 
各 样 的 数 引 向 自然 的 次 序 。 当然 , 多 面体 是 三 维 的 ; 它 的 面 (多 边 
形 ) 是 二 维 的 , 它 的 棱 是 一 维 的 , 它 的 顶点 是 零 维 的 。 我们 现在 可 
以 重 写 我 们 的 方程 , 即 按 维 数 的 增 大 顺序 重 排 这 些 方程 。 对 于 多 
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边 形 的 关系 式 改写 成 
VE+t+l~]1, 

为 了 便于 与 多 面体 比较 ,把 多 面体 的 关系 式 改写 成 

V—E+F—ll1. 
对 于 多 边 形 等 式 左 边 的 1, 仅 代 表 二 维 多 边 形 的 内 部 。 对 于 多 面 
体 等 式 左边 的 1, 仅 代表 三 维 多 面 体 的 内 部 。 左边 各 项 的 维 数 分 
别 是 0, 1, 2, 和 3。 并 且 符 号 是 交错 的 , 按 自然 的 顺序 排列 的 . 
这 两 个 等 式 的 右边 有 相同 的 情形 ; 似乎 是 一 个 完全 的 类 比 。 第 一 
个 等 式 对 于 多 边 形 显然 是 正确 的 ， 把 它 与 多 面体 对 应 的 第 二 个 等 
式 类 比 , 增 加 了 我 们 对 所 作 猜 想 的 信心 。 


5 8. 空间 的 分 割 


现在 我 们 通过 立体 几何 中 另外 的 例子 进行 归纳 推理 。 前 面 我 
们 是 从 一 个 一 般 性 的 但 稍微 含糊 的 叙述 开始 的 。 我们 现在 的 出 发 
点 是 从 特别 清晰 的 问题 开始 ,我 们 考察 一 个 简单 的 但 又 不 是 很 熟 
悉 的 立体 几何 中 的 问题 ， 五 张 平 而 能 把 宰 间 分 灾 成 几 部分 ? 

这 个 问题 是 很 容易 回答 的 ， 如 果 所 给 这 五 张 平面 它们 相互 平 
行 。 在 这 种 情形 下 ， 空 间 被 分 割 成 了 六 部 分 。 但是， 这 种 情形 太 
特殊 了 ， 假 如 平面 的 位 置 是 一 般 性 的 ,两 张 平面 之 间 没有 平行 的 ， 
那么 分 成 的 部 分 就 要 比 六 多 。 为 了 把 我 们 的 问题 叙述 得 更 明确 ， 
我 们 增加 一 个 必要 的 条 件 :如 果 五 张 平面 的 位 置 是 一 般 性 的 ， 它 
们 能 把 宰 间 分 害 戌 几 部 分 ? 

“位 置 是 一 般 性 ”的 概念 是 十 分 直观 的 , 即 指 这 些 平面 其 相互 
位 置 无 特定 的 关系 ,它们 的 给 出 是 独立 的 ,选择 是 随机 的 。 不 难 用 
一 种 专门 的 定义 来 完全 说 清楚 这 些 术语 ,但 是 由 于 两 个 理由 ,我 们 
将 不 这 样 作 。 第 一 ,这 个 表示 法 应 该 不 是 太 专 门 的 。 第 二 ,索性 让 
这 些 概念 稍微 模糊 一 点 ， 这 样 我 们 就 接近 于 自然 主义 者 的 心理 状 
态 , 一 个 自然 主义 者 常常 倾向 于 从 稍微 模糊 的 概念 出 发 ,但 是 在 前 
进 中 再 进一步 把 它 澄清， 
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$ 9. 修改 一 下 问题 的 提 法 


让 我 们 来 集中 考虑 上 面 的 问题 ， 我 们 给 出 一 般 性 位 置 的 五 张 
平面 。 它们 把 空间 分 割 成 一 定数 且 的 部 分 。 (我 们 可 以 设想 一 块 
乳酪 被 刀子 直 切 了 五 刀 .》 我 们 来 求 这 些 分 割 的 数目 。( 乳 酷 被 切 
成 了 几 块 2) 

似乎 难于 立刻 看 出 由 五 张 平面 所 分 割 的 结果 (也 许 是 不 大 可 
能 看 出 它们 ,但 是 ,在 这 种 情况 下 你 可 不 必 去 绞 尽 脑汁 发 挥 你 的 几 
何 想像 力 ;宁可 尽力 思考 , 你 的 推理 可 能 比 你 的 想像 更 快 些 )， 但 
是 为 什么 恰好 五 张 平 面 ? 为 什么 不 是 任何 多 张 平面 ? 四 张 平面 能 
把 空间 分 成 多 少 部 分 9 三 张 平面 呢 ? 两 张 平面 呢 ? 或 者 仅 一 张 平 
面 呢 ? 

我 们 给 予 的 这 样 的 情形 就 易于 接近 几何 直观 .一 张 平 面 显然 
可 把 空间 分 成 两 部 分 . 两 张 平 面 如 果 是 平行 的 , 则 可 把 空间 分 成 
三 部 分 ， 然 而 ,我们 不 得 不 抛弃 这 种 特殊 位 置 ; 两 张 相交 的 平面 可 
把 空间 分 成 四 部 分 .三 张 位 置 是 一 般 的 平面 可 把 空间 分 成 八 部 
分 ， 为 了 了 解 后 边 这 种 更 不 易 想 像 的 情形 , 我 们 可 以 设想 一 建筑 
物 内 有 彼此 垂直 交叉 的 墙 ,而 且 中 间 有 横梁 支撑 着 水 平面 的 隔 层 ， 
这 样 的 墙 和 水 平面 的 隔 层 彼此 垂直 交叉 ， 把 这 个 建筑 物 分 成 了 八 
间 屋 子 ,其 中 在 上 的 四 间 以 天 花 板 为 项 ,另外 在 下 的 四 间 以 地 板 为 
地 面 . 


$ 10. 一 般 化 、 特 殊 化 、 类 比 


我 们 关心 的 问题 是 五 张 平面 ， 但 是 代替 考虑 五 张 平面 的 却 是 
我 们 首先 讨论 了 一 、 二 和 三 张 平面 的 情形 。 我 们 这 样 作 是 浪费 
了 时 间 吗 ? 完全 不 是 。 通过 研究 简单 业 似 的 情形 ， 使 我 们 对 所 
要 研究 的 问题 作 了 准备 。 我 们 试验 了 这 些 简单 的 情形 ; 河清 了 介 
于 其 中 的 概念 并 且 熟 悉 了 我 们 将 要 面 对 的 问题 类 型 ， 

甚至 引导 我 们 到 那些 简单 类 似 问题 的 处 理 方法 也 是 典型 的 ， 
并 且 值 得 我 们 注意 。 首先 , 我 们 通过 从 五 张 平面 的 情形 到 任何 多 
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张 平面 的 情形 ,比方 说 到 ” 张 平面 : 因此 ,我 们 推广 了 。 从 ” 张 平 
面 我 们 再 回 到 四 张 , 回 到 三 张 ,两 张 , 回 到 仅仅 一 张 , 即 在 一 般 的 问 
题 中 我 们 令 = 一 4, 3， 2, 1: 我 们 把 问题 特殊 化 了 ,但 是 对 于 分 
割 空间 的 问题 ,比方 说 三 张 平面 是 类 似 于 对 于 我 们 开始 包含 五 张 
平面 的 问题 ， 于 是 ,由 引进 一 般 化 并 且 接 着 发 生 的 特殊 化 ,我 们 过 
到 了 一 个 典型 的 类 比 的 方法 ， 


$11, 一 个 类 似 的 问题 


下 面 看 看 四 张 平面 分 割 空间 的 情形 该 是 怎么 样 ? 

位 置 是 一 般 性 的 四 张 平面 分 割 的 空间 ,有 一 部 分 是 有 限 的 ( 包 
含 四 个 三 角形 的 面 , 而 且 叫 做 一 个 四 面体 ， 见 图 3.3)。 这 个 形状 
使 我 们 想起 在 平面 上 的 位 置 是 一 般 的 三 条 直线 ， 这 样 的 三 条 直线 
分 割 的 平面 ,有 一 部 分 是 有 限 的 (包含 三 段 直线 ,并 且 是 一 个 三 角 
有 形 . 见 图 3.4). 当 我 们 要 查 明 四 张 平 面 分 割 空间 所 能 分 割 的 份 数 
时 ,不 妨 先 考察 较 简单 的 类 似 问 题 ,三 条 直线 把 平面 分 成 几 部 分 ? 

每 一 个 人 利用 粗略 的 图 ( 见 图 3.4), 甚至 不 画图 , 也 可 以 直接 
下 出 许多 问题 。 三 条 直线 把 平面 分 成 了 七 部 分 。 


图 3.3 。 以 四 张 平面 分 着 空间 图 3.4 。 三 条 直线 分 害 平 面 
我 们 已 经 得 到 了 这 个 简单 的 类 似 问 题 的 解答 ; 但 是 对 于 原来 
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的 问题 ， 我 们 能 够 利用 这 些 解答 吗 ? 是 的 ， 假 如 我 们 合理 地 处 理 
这 两 个 类 似 的 图 形 , 我 们 是 能 够 解决 的 。 我 们 应 该 先 来 分 析 考 虑 
平面 上 被 三 条 直线 分 割 的 情况 ， 这 样 有 助 于 以 后 同样 分 析 考 虚空 
闻 中 被 四 张 平面 所 分 割 的 情形 . 

于 是 ,让 我 们 再 来 分 析 平面 上 三 条 直线 ,并 且 构成 一 个 三 角形 
的 三 边 。 有 一 部 分 是 有 限 的 , 它 是 这 个 三 角形 的 内 部 。 其 余 无 限 
部 分 与 三 角形 有 一 公共 边 (这样 的 有 三 部 分 ), 或 与 三 角形 有 一 公 
共 顶 点 (也 有 三 部 分 )。 于 是 ,总 的 分 割 数 是 1 十 3 十 3 一 7. 

现在 ， 我 们 来 分 析 空 间 中 四 张 平 面 的 情形 ， 以 一 个 四 面体 为 
界 ， 一 部 分 是 有 限 的 , 它 是 这 个 四 面体 的 内 部 。 其余 无 限 部 分 是 ， 
或 与 四 面体 共 一 面 ( 二 维 边界 ) (这 样 的 有 四 部 分 ) , 或 与 四 面体 共 
一 边 ( 一 维 边界 ) 这 样 的 有 六 部 分 ) ， 或 与 四 面体 共 一 顶点 ( 0 维 
边界 )( 这 样 的 有 四 部 分 )。 于 是 总 的 分 割 数 是 1 十 4 十 6 十 4 一 15. 

我 们 是 用 类 比 法 得 出 这 个 结果 的 ,而 且 这 是 一 种 重要 的 、 有 典 
型 意义 的 类 比 法 .。 首先, 我 们 提出 了 一 个 类 似 的 、 较 简单 的 、 容 易 
解决 的 问题 ,然后 我 们 利用 这 个 问题 (关于 三 角形 的 ) 作 为 模型 ,来 
解 原 来 那个 较 难 的 问题 。 在 这 样 做 之 前 , 我 们 要 把 那个 较 易 问题 
的 解 半分 析 一 下 , 我 们 重新 整理 它 \ 改造 它 , 使 它 模拟 适合 一 个 新 
的 结构 。 

选 出 一 个 类 似 的 , 较 易 的 问题 ,去 解决 它 ,改造 它 的 解法 ,以 便 
它 可 以 作为 一 个 模型 ,之 后 , 利用 刚刚 建立 的 模型 , 以 达到 原来 问 
题 的 解决 ， 这 种 方法 在 外 人 看 来 ,似乎 是 迁 回 绕 圈 子 的 方法 ,但 在 
` 数 学 上 或 数学 以 外 的 科学 研究 中 是 常用 的 . 


$ 12. 类 似 问 题 的 一 张 表格 


到 此 为 止 , 关于 五 张 平面 分 割 空间 的 问题 尚未 解决 。 在 平面 
情形 下 类 似 于 它 的 问题 是 什么 ?是 五 条 直线 分 平面 还 是 四 条 直线 
分 平面 ? 我 们 不 妨 推 而 广 之 , 一 起 考察 7 张 平面 分 割 空间 与 * 条 
直线 分 害 平 面 的 问题 。 当 然 , 这 些 直 线 的 位 置 必须 是 一 般 性 的 ( 没 
有 二 条 平行 ,也 没有 三 条 交 于 一 点 )。 
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假如 我 们 习惯 于 几何 类 比 法 ,我 们 可 把 这 个 类 比 再 推广 一 步 ， 
我 们 还 可 以 考察 > 个 不 同 点 分 直线 为 几 段 的 问题 .虽然 这 个 问题 
似乎 是 有 点 无 足 轻 重 , 但 它 却 是 有 启发 性 的 。 容易 看 出 : 一 个 点 
把 一 条 直线 分 成 两 部 分 , 两 个 点 分 成 三 部 分 , 三 个 点 分 成 四 部 分 ， 
一 般 地 ,个 点 分 成 十 1 部 分 。 

注意 ,假如 我 们 习惯 于 极端 的 情形 ,我 们 还 可 把 不 曾 分 割 的 空 
闻 , 平 面 , 直 线 当 作 是 被 零 个 元 素来 分 割 . 

让 我 们 把 所 考察 的 这 些 类 似 的 结果 列表 如 下 : 


分 期 元 分 成 几 部 分 


空间 被 平 平面 被 丰 上 
标的 个 数 面 分割 的 份 数 。 | 。 线 分 灾 的 份 数 分 字 的 份 数 


5 13。 解决 一 大 批 问题 有 时 比 解决 单独 一 个 问题 更 容易 


我 们 提出 关于 分 析 五 张 平面 分 割 空间 这 个 问题 仍然 没有 解 
决 , 但 是 我 们 提出 了 许多 新 的 问题 。 上 述 表格 中 每 一 个 没有 填 满 
的 空格 ,就 对 应 于 一 个 未 解决 的 问题 . 

把 新 问题 汇集 起 来 的 办 法 对 于 一 个 非 初学 者 似乎 是 不 明智 
的 , 但 是 某 些 试验 可 以 教 我 们 , 如 果 一 批 问题 是 彼此 密切 相关 的 ， 
解决 起 来 有 时 还 比 单独 去 解决 其 中 一 个 孤立 的 问题 容易 些 一 一 因 
为 多 个 问题 是 彼此 很 好 地 相互 联系 的 ， 而 一 个 问题 本 身 则 是 独立 
的 .我 们 原来 的 问题 现在 表现 为 一 系列 未 解决 的 问题 中 之 一 . 但 
是 问题 在 于 所 有 这 些 未 解决 的 问题 现在 却 形成 了 一 个 系统 ， 在 这 
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个 系统 中 它们 是 很 好 的 排列 并 汇集 在 一 起 的 ， 又 是 彼此 密切 相似 
的 , 而 且 其 中 少数 问题 已 经 解决 了 。 如 果 把 已 插 人 在 一 系列 相似 
问题 中 的 我 们 问题 的 目前 位 置 ， 同 它 还 处 于 完全 孤立 情况 的 原来 
位 置 比较 一 下 ,我 们 自然 就 会 相信 已 获得 了 某 些 进展 。 


$ 14. 一 个 猜想 


我 们 看 显示 在 上 表 中 的 结果 如 同一 个 博物 学 家 看 他 收集 的 标 
本 一 样 . 这 个 表 对 于 我 们 创造 发 明 的 才智 ,对 于 我 们 观察 的 能 力 ， 
是 一 个 挑战 ， 从 这 个 表 中 , 我 们 能 够 发 现 什 么 关系 ? 发 现 什么 规 
律 呢 ? 

从 第 二 列 (空间 被 平面 分 割 ) 可 以 看 出 , 数列 1, 2, 4, 8 有 一 
个 明显 的 规律 , 它们 相继 是 2 的 寡 。 但 是 , 可 惜 第 五 个 数 是 15 而 
不 是 所 指望 的 16。 我 们 的 第 一 个 推测 不 像 设想 的 那么 好 ; 我 们 必 
须 寻 找 别 的 办 法 . 

现在 看 相 邻 两 列 之 间 的 数 有 无 联系 ?2 我们 获得 的 某 一 数 是 本 
列 中 上 一 行 的 数 加 上 同一 行 中 右 列 那个 数 之 和 。 例 如 

8 7 
15 

之 间 有 8 十 7 = 15 的 关系 。 这 是 一 个 值得 注意 的 关系 , 是 一 个 
显著 的 线索 ,这 个 关系 对 于 表 中 已 列 出 的 数字 都 成 立 ,看 来 不 是 偶 
然 的 . 

于 是 ， 上 述 情况 暗示 出 的 这 个 规律 ， 可 能 超出 我 们 观察 的 界 
限 ， 这 个 表 中 尚未 算出 的 有 关 的 数字 可 按 那些 已 经 算出 的 同样 方 
法 来 算 , 这 样 引 导 我 们 去 猜想 所 得 到 的 该 法 则 一 般 地 是 成 立 的 . 

然而 ,假如 果真 如 此 ,就 能 够 解决 我 们 原来 的 问题 。 按 相 邻 两 
列 相 对 的 两 数 相 加 ， 我 们 可 以 扩展 我 们 的 表 到 我 们 希望 获得 的 数 
为 止 . 

在 这 个 表 中 出 现 的 两 个 黑体 数目 字 ， 它 们 分 别 就 是 由 相 邻 两 
列 相对 的 两 数 相 加 算出 的 , 即 11 一 7 十 4，26 = 15 十 11。 如果 
我 们 的 猜想 是 正确 的 , 26 就 应 该 是 位 置 为 一 般 的 五 张 平 面 分 割 空 
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间 的 份 数 。 这 似乎 解决 了 我 们 提出 的 问题 。 或 者 至 少 , 我 们 已 成 
功 地 获得 由 所 收集 的 一 切 证 据 所 支持 的 一 个 不 成 熟 的 猜想 


$ 15. 预言 与 证 明 


前 面 , 我 们 完全 仿效 了 自然 科学 家 典型 的 方法 。 若 一 个 自然 
科学 家 发 现 一 个 不 能 归结 为 纯 属 偶然 性 的 显著 规 健 ， 他 就 会 猜想 
这 个 规律 一 定 超出 他 实际 观察 到 的 范围 。 作 这 样 的 猜想 在 归纳 的 
研究 中 常常 是 决定 性 的 步 又. 

下 面 的 步骤 也 许 就 是 预言 ， 根 据 他 以 前 的 一 些 观察 以 及 这 些 
观察 和 猜想 的 法 则 相符 合 的 情况 ， 自 然 科学 家 就 预言 下 一 个 观察 
的 结果 ,这 在 很 大 程度 上 取决 于 下 次 观察 的 结果 ,原来 的 预言 是 正 
确 的 或 者 是 不 正确 的 ? 我 们 的 情况 与 之 很 相似 。 我们 已 找到 或 者 
宁可 说 猜想 到 或 者 预言 到 ， 位 置 是 一 般 的 四 条 直线 将 平面 分 割 成 
11 个 部 分 ,是 如 此 吗 ?我 们 的 预言 是 正确 的 吗 ? 


图 3.5 ”四 条 直线 分 割 平 面 图 3.6 ”从 三 条 直线 过 渡 到 四 条 直线 
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研究 一 个 粗略 的 简 图 ( 见 图 3.5) 就 能 够 使 我 们 相信 自己 的 猜 
想 确 是 对 的 , 11 实际 上 是 正确 的 数字 . 预言 兑现 的 本 身 就 等 于 说 
给 作出 这 种 预言 所 根据 的 法 则 提供 了 一 个 归纳 性 的 证 据 ， 我 们 成 
功 地 通过 了 试验 之 后 ,猜想 就 更 加 巩固 了 . 


$ 16. 再 来 一 次 ,使 它 更 好 

我 们 通过 对 图 形 的 观察 和 计算 ,说 明了 数目 11 是 正确 的 . 是 
的 , 位 置 是 一 般 的 四 条 直线 似乎 把 平面 分 割 成 了 11 个 部 分 。 但 是 
让 我 们 再 来 一 遍 ,使 它 完善 ， 我 们 已 经 大 致 数 过 这 些 部 分 ,让 我 们 
再 数 一 数 并 数 到 确信 是 已 没有 混乱 和 数 错 为 止 ， 以 防止 由 某 些 特 
丈 位 置 可 能 设置 的 圈套 ， 

让 我 们 从 三 条 直线 分 割 平面 为 7 部 分 开始 ， 而 四 条 直线 看 来 
分 平面 为 11 个 部 分 。 为 什么 恰好 增加 4? 数 4 出 现在 这 里 有 什么 
联系 ? 为 什么 多 加 一 条 新 的 直线 就 恰好 增加 四 份 ? 看 来 这 里 有 什 
么 联系 ? 

在 图 3.5 中 我 们 强调 一 条 直线 ， 这 条 直线 用 虚线 着 重 画 出 ( 见 
图 3.6)， 新 的 图 3.6 看 来 和 图 3.5 差别 不 很 大 , 但 是 它 表现 了 一 个 
很 不 同 的 概念 .我们 着 重 强调 这 条 是 新 线 , 而 原来 的 三 条 是 老 线 . 
老 线 分 平面 为 7 部 分 。 加 一 条 新 线 后 起 了 什么 变化 ? 

任 作 一 条 新 线 , 同 三 条 老 线 各 交 于 一 点 ,交点 有 三 个 。 这 三 个 
点 把 新 线 分 成 四 段 ,其 每 段 把 原 分 的 平面 一 分 为 二 ,这 四 段 新 线 产 
生 了 八 份 新 的 分 割 并 取消 了 四 份 老 的 分 割 ， 从 而 使 得 所 分 割 的 数 
具 恰 好 净 增 4， 这 就 是 分 割 数 比 它 以 前 恰好 增加 四 份 的 解释 , 故 得 
7+ 4= 11. 

这 个 方法 得 到 的 数目 11 是 使 人 信服 和 有 启发 性 的 。 现 在 可 
以 开始 寻求 我 们 曾 观察 到 的 规律 的 一 种 理由 ， 根 据 这 种 理由 我 们 
预言 了 11 这 一 数字 ， 我们 开始 相信 对 事实 的 解释 ,而 且 我 们 对 于 
所 观察 到 的 规律 的 一 般 正确 性 的 信心 也 大 大 加 强 了 . 


5 17. 归纳 法 引 向 演绎 法 ;特例 引 向 一 般 证 明 
我 们 始终 指出 要 注意 我 们 的 上 述 推理 与 自然 科学 家 的 做 法 有 
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许多 类 似 之 处 。 我 们 分 析 问 题 从 特例 开始 的 做 法 和 自然 科学 家 从 
观察 到 的 迷惑 不 解 的 现象 开始 是 一 样 的 .我 们 通过 试探 性 的 概括 
法 ,处 理 较 易 的 类 似 特例 , 通过 观察 有 启发 性 的 类 比 法 , 来 逐步 前 
进 。 我 们 试 着 寻找 某 些 规律 , 失败 了 , 再 重 来 ,并 比 第 一 次 做 得 更 
好 ,最 后 猜想 到 了 由 我 们 所 掌握 实验 证 明 都 支持 的 一 个 一 般 规律 。 
再 用 新 的 特例 去 验证 , 得 到 肯定 ,使 所 作 的 概括 更 可 信 。 最 后 ,我 
们 找 出 对 这 概括 规律 的 解释 ,于 是 我 们 对 这 规律 的 信心 就 更 大 了 ， 
一 个 自然 科学 家 的 研究 工作 也 许 完全 经 历 同 样 的 研究 阶段 . 

但 数学 家 与 自然 科学 家 在 研究 方法 上 是 有 点 截然 不 同 的 。 观 
察 对 自然 科学 家 来 说 是 可 信 的 方法 , 但 对 数学 家 确 并 非 如 此 。 对 
选择 恰当 的 实例 进行 检验 ， 这 是 生物 学 家 肯定 猜想 规律 的 唯一 方 
法 .但 是 ,对 数学 家 来 说 ,对 选择 恰当 的 实例 进行 检 证 , 从 鼓励 信 
心 角度 来 看 是 很 有 用 的 ， 但 这 样 还 不 能 算是 数学 科学 里 证 明了 一 
个 猜想 。 让 我 们 来 考虑 特有 的 具体 情形 。 通过 研究 各 种 各 样 的 特 
殊 情 形 并 且 比 较 它们 ,导出 猜想 的 一 般 规律 ,由 它们 将 会 得 出 这 样 
的 结论 ,原来 所 提 的 问题 的 解答 是 26。 所 有 我 们 的 观察 和 检验 是 
否 充 分 证 明了 一 般 的 规律 性 昵 > 或 者 它们 能 否 证 明 这 个 特殊 的 结 
果 , 即 我 们 的 问题 的 解答 的 确 是 26 呢 ? 一 点 也 不 能 。 对 于 具有 严 
格 素养 的 一 个 数学 家 , 数字 26 仅仅 是 巧妙 的 猜想 , 不 论 多 少 试验 
性 的 检验 都 不 足以 证 明 所 猜想 的 一 般 性 规律 。 归 纳 法 只 能 说 明 所 
得 的 结果 可 能 可 靠 ,但 决 没有 证 明 它 一 定 可 靠 . 

但 是 ,可 以 看 到 用 归纳 法 考察 的 结果 ,在 数学 的 其 他 方面 还 是 
有 用 的 , 注意 特殊 情形 的 观察 , 能 够 导致 一 般 性 的 数学 结果 , 也 可 


事实 上 , 这 一 点 在 前 一 节 已 经 用 到 了 。 由 归纳 法 发 现 的 一 般 
性 规律 ， 关 于 我 们 的 表格 中 的 相 邻 两 列 相对 二 数字 一 一 例如 7 和 
4 二 数 之 和 等 于 11。 现在 ， 在 前 一 节 里 我 们 已 经 想像 了 问题 中 
7,4 和 11 的 几何 意义 并且 这 样 做 时 使 我 们 懂得 了 为 什么 会 出 
现 7 十 4 一 11 这 样 一 个 关系 式 的 原因 .事实 上 , 我 们 通过 处 理 
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三 条 直线 分 割 平面 到 四 条 直线 分 割 平面 。 然 而 用 数目 3 和 4 并 没 
有 其 他 特点 ;我 们 可 以 考虑 从 ”条 到 十 1 条 ,这 种 特殊 情形 讨论 
了 可 以 代表 我 们 的 一 般 情况 ( 见 第 二 章 例 10). 从 前 节 的 特殊 观察 
去 完整 地 抽象 出 一 般 概 念 ,作者 将 这 个 有 趣 的 工作 留 给 读者 。 至 
少 当 他 考察 最 后 两 列 的 时 候 ， 他 可 以 对 于 归纳 法 发 现 的 规律 给 出 
一 个 形式 上 的 证 明 . 

然而 ， 为 了 完整 的 证 明 ， 我 们 不 仅 需 要 分 析 研 究 直 线 分 割 平 
面 ,而 且 还 需要 分 析 研究 平面 分 割 空间 ， 无 论 如 何 ,我 们 可 以 指望 
只 要 和 弄 清楚 了 平面 的 分 割 问 题 ， 那 么 用 类 比 的 方法 将 帮助 我 们 弄 
清空 间 的 分 割 问题 。 我 再 次 把 用 类 比方 法 进行 证 明 的 饶 有 兴趣 的 
一 步 留 给 读者 ， 


$ 18. 更 多 的 猜想 


我 们 仍然 没有 彻底 地 解决 平面 与 空间 的 分 割 问题 ， 这 里 还 有 
适 于 用 归纳 推理 方法 的 几 个 较 小 的 发 现 ， 我 们 不 难 从 对 一 些 特例 
的 观察 和 理解 相 结合 来 引出 它们 . 

我 们 还 可 以 设法 求 出 位 置 是 一 般 的 = 条 直线 分 割 平面 为 几 部 
分 的 公式 来 .事实 上 ,在 简单 的 ,相似 的 情形 下 我 们 已 经 有 了 公式 ; 
# 个 (不 同 的 ) 点 分 直线 为 十 1 段 .这 个 类 比 公式 ,在 我 们 表格 的 
第 四 列 里 已 归纳 出 了 它 的 一 般 规律 (我 们 几乎 可 以 说 是 证 明了 它 ); 
到 目前 为 止 所 得 到 的 全 部 结果 可 以 帮助 我 们 解决 这 个 新 间 题 对 
此 我 们 不 打算 详细 地 叙述 . 仅 根 据 前 面 的 提示 给 出 我 们 可 以 获得 
的 以 下 几 个 结果 : 

7 个 (不 同 的 ) 点 分 割 直线 为 # 十 1 部 分 。 


2 条 位 置 是 一 般 的 直线 分 割 平面 为 1+n 十 (9 一 ?2 一 1 部 分 . 


读者 可 以 导出 后 面 一 个 公式 ， 或 者 至 少 可 以 对 于 ”一 0，1， 
2，3，4 这 几 种 简单 的 情形 进行 检验 。 关于 平面 分 割 空间 的 数目 
还 有 同样 类 似 的 第 三 个 公式 ， 我 把 发 现 这 样 一 个 公式 的 任务 也 留 
给 读者 。 在 作出 这 个 小 小 发 现 的 时 候 , 读者 可 以 扩大 他 在 数学 中 
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运用 归纳 推理 的 经 验 ， 并 且 享 受到 用 类 比方 法 在 解决 大 大 小 小 问 
题 时 给 予 我 们 帮助 的 那 种 乐趣 ， 


第 三 章 的 例题 和 注释 


在 41 里 的 公式 F 十 V 一 歼 十 2, 是 由 李 品 哈 德 - 欧 拉 提 出 
的 猜想 , 我 们 称 之 为 “ 欧 拉 公 式 ”, 把 它 作为 一 个 猜想 , 并 且 用 不 同 
的 方法 加 以 检验 , 在 例 1 ~ 10 中 , 有 时 用 归纳 推理 法 , 有 时 则 是 为 
了 寻求 一 个 证 明 。 对 例 21~30 和 例 31~40， 我 们 又 返回 到 欧 拉 
公式 上 来 ， 在 试图 解决 这 两 部 分 题目 之 前 ,应 先 分 别 阅 读 例 21 和 
例 31. 

1. 两 个 丢 锥 立 于 它们 公共 底 的 两 侧 ， 组 成 一 个 “ 双 棱 锥 "。 八 
面体 是 一 个 特殊 的 双 棱锥 ; 它 的 公共 底 是 一 个 正方 形 。 对 于 一 般 
的 双 棱锥 欧 拉 公式 成 立 吗 ? 

2. 在 凸 多 面体 的 内 部 选取 一 点 P( 例 如 选 它 的 形 心 ) 为 球 心 作 
球 ,将 其 F 张 面 、V 个 顶点 和 条 楼 投射 到 球面 上 ,这 投射 变换 使 
张 面 变 为 球面 上 的 忆 个 区 域 或 下 个 “地 区 ”, 使 条 楼 的 任何 一 
条 变 为 两 个 相 邻 地 区 的 分 界线 ， 而 了 个 顶点 的 任何 一 个 变 为 “所 
角 ” 或 者 是 三 个 或 更 多 个 “地 区 ”的 公共 边界 点 (一 个 “三 地 区 拐 
角 ” 和 “四 地 区 拐角 ”等 等 )。 然 而 这 种 投影 出 的 边界 线 是 特别 简 
单 的 (大 圆 弧 )。 显然; 对 于 这 样 的 球面 划分 出 的 地 区 是 独立 的 , 即 
与 准确 的 边界 线形 状 无 关 而且 数 目 F, 和 下 不 受 这 些 线 连 续 变 
形 的 影响 , 故 欧 拉 公式 仍然 成 立 。 

(1) 多 线 是 连接 南北 极 的 半 个 大 圆 弧 。 纬 线 是 和 地 球 赤道 相 
平行 的 平面 与 地 球 的 交 线 , 即 平行 的 赔 . 今 若 有 台 条 经 线 和 ? 个 平 
行 贺 把 地 球 分 成 个 地 区 .计算 F,V 和 ,试问 欧 拉 公式 是 否 成 立 ? 

《2) 作为 《1) 的 特例 ， 若 把 八 面体 投射 在 以 其 中 心 为 球 心 的 
球面 上 . 间 攻 及 ?各 是 多 少 ? 

3. 在 发 现 过 程 中 ,“ 机 会 "起 一 定 的 作用 。 归 纳 的 发 现 显然 依 
对 观察 资料 。 在 $ 1 里 我 们 遇 到 过 多 面体 ， 但 是 ,我 们 也 可 能 
有 机 会 遇 到 另外 一 些 。 或 许 我 们 希望 没有 遗漏 规则 的 多 面体 , 但 
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是 我 们 的 表格 能 弄 明 白 这 一 点 的 : 


你 发 现 了 某 些 规律 性 吗 ?》 你 能 够 解释 它 吗 ”与 欧 拉 公 式 有 什么 关 
系 ? 

4. 设 法 推广 例 3 的 表格 中 两 个 多 面体 之 间 的 关系 .。 [在 例 3 
解答 中 所 描述 的 关系 对 例 2 (2) 来 说 " 太 窄 "和 “ 太 详 细 ”. 然而 , 取 
立方 体 和 内 接 八 面体 ,将 立方 体 的 楼 染 成 红色 , 八 面 体 的 棱 染 成 蓝 
色 , 取 两 者 公共 球 心 P 为 中 心 作 球面 , 自己 把 红 、 蓝 棱 投 射 到 球面 
上 . 并 推广 之 .] 

5. 为 什么 证 明 欧 拉 公式 只 对 表面 都 是 三 角形 的 凸 多 面体 证 明 
即 可 ? [ 见 $4] 

6. 为 什么 证 明 网 拉 公 式 只 对 三 积 顶 点 都 是 凸 的 多 面体 证 明 即 
可 ? [ 见 $4] 

7. 证 明 欧 拉 公 式 时 也 可 只 限于 证 明 平 面 图 形 ， 事 实 上 ,设想 ， 
多 面体 的 -1 张 面 用 纸板 做 成 ， 而 另 一 面 用 玻璃 做 成 ;我 们 称 这 
一 面 叫做 “窗口 *"。 从 窗口 靠近 玻璃 望 进去 , 可 以 看 到 整个 多 面体 
的 内 部 ( 非 凸 多 面体 或 许 就 不 可 能 )。 你 能 够 说明 你 看 到 画 在 窗 片 
上 的 平面 图 形 是 什么 样 的 : 你 看 到 了 玻璃 窗口 被 分 成 了 更 小 的 多 
边 形 。 

在 这 些 平 面 图 形 中 , 共有 wa: 个 多 边 形 ,Ni 条 直 的 边界 线 (有 
些 是 外 边界 有 些 是 内 边界 2 和 No 个 顶点 ， 
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(1) 用 FF,V,E 来 表示 No, N,N 

(2) 如 果 欧 拉 公式 对 于 F, 和 EE 成 立 ， 欧 拉 公 式 对 于 No， 
Ni， 和 N; 是 否 也 成 立 ? 

8. 一 个 矩形 长 为 ! 英寸 ; 宽 为 m 英 寸 ; ! 和 闻 箔 为 整数 ， 这 算 
形 由 平行 于 它 的 边 的 直线 分 成 im 个 相等 的 矩形 . 

《1) 用 7 和 mw 来 表示 Ne， Ni, 和 Ns《 由 例 7 确定 的 )。 

(2) 如 果 欧 拉 公 式 对 于 1,m 成 立 , 那 么 欧 拉 公式 对 于 No,Ni， 
和 NN; 是 否 也 成 立 ? 

9. 从 例 5 和 7 可 知 ,多 面体 欧 拉 公 式 可 用 三 角形 内 分 成 N; 个 
三 角形 的 情形 来 证 ， 其 内 部 有 No 一 3 个 顶点 。 用 两 种 不 同方 法 
来 计算 N: 个 三 角形 的 内 角 和 ， 便 可 证 明 欧 拉 公式 . 

10. 从 57 联想 起 欧 拉 公式 可 推广 到 四 维和 多 维 空间 .为 什么 
我 们 能 够 这 样 推广 ”我 们 能 够 怎样 想像 它 ? 

例 7 显示 出 一 个 多 面体 能 够 简化 再 分 成 平面 上 的 多 边 形 ， 由 
类 比 可 知 四 维 的 情形 可 以 简化 再 分 成 明显 的 三 维 空间 的 情形 。 如 
果 我 们 希望 着 手 归 纳 ， 可 以 试验 这 样 一 个 再 分 的 几 个 例子 ， 用 例 
8 作 类 比 可 得 下 列 的 联想 : 

一 个 盒子 (也 就 是 说 一 个 规则 的 平行 六 面体 ), 其 长 、 宽 、 高 分 
别 为 !， m， zj; 这 三 个 数 丝 为 整数 。 这 个 盒子 被 平行 于 它们 的 面 再 
分 成 imn 个 相等 的 六 面体 。 假定 No, Ni，N: 和 N; 分 别 表 示 再 分 
后 的 顶点 、 边 、 面 和 多 面体 (六 面体 ) 的 数目 . 

(1) 用 1, m,n 来 表示 No, Ni, Ns 和 NN;. 

《2) 有 没有 一 个 类 似 于 例 7 (2) 的 关系 式 ? 

11. 假 定 P。 表示 位 置 一 般 的 ” 条 直线 分 割 成 的 平面 部 分 数 。 
试 证 Pr 一 Po 十 (> 十 1). 

12. 假定 5, 表示 位 置 一 般 的 # 张 平面 分 割 成 的 空间 的 部 分 数 。 
试 证 S54 二 5, 十 P。. 

13. 对 于 > 一 0, 1, 2, 3,4 验证 所 猜想 的 公式 

pl tat ), 
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14. 猜想 关于 5。 的 公式 并 用 一 0,1,2,3,4,5 验证 之 . 

15. 在 位 置 一 般 的 四 条 直线 把 平面 分 割 成 的 11 个 部 分 中 ,有 几 
份 是 有 限 的 ? [有 几 份 是 无 限 的 ?] 

16. 说 出 上 题 的 一 般 化 命题 . 

17. 在 位 置 一 般 的 五 张 平 面 分 割 空间 为 26 个 部 分 中 ， 有 几 份 
是 无 限 的 ? 

18. 过 球 心 的 位 置 是 一 般 的 五 张 平面 把 球面 分 割 成 几 部 分 ? 

19. 位 置 是 一 般 五 个 相互 交叉 的 圆 , 把 平面 分 割 成 几 部 分 ? 

20. 说 出 上 题 的 一 般 化 命题 . 
的 思想 认识 适应 于 事实 的 结果 .每 当 把 我 们 的 想法 和 观察 相 比较 
时 ， 其 结果 可 能 一 臻 也 可 能 不 一 致 。 若 与 观察 事实 一 致 ， 就 对 我 
们 的 想法 更 有 信心 ; 若 不 一 致 ， 就 改变 想法 。 经 过 多 次 改变 之 
后 , 我 们 的 想法 就 可 能 较 好 地 符合 事实 。 我 们 对 任何 新 事物 的 想 
法 , 开头 总 不 免 是 错误 的 , 或 者 至 少 有 一 部 分 是 错误 的 ; 归纳 过 程 
《总 结 经 验 ) 就 提供 改正 错误 的 机 会 , 使 思想 符合 现实 。 前 述 一 些 
例题 是 从 小 规模 上 、 但 却 颇 明 白地 来 说 明 这 种 过 程 。 $ 1 里 的 例 
子 说 明 两 次 猜 错 了 ， 第 三 次 就 猜 对 了 。 你 也 许 会 说 ， 我 们 是 意外 
地 获得 了 它 。 当 有 一 次 讨论 到 牛顿 的 一 个 无 可 比拟 的 伟大 发 现 
时 , 拉 格 朗 日 (Lagrange) 曾经 说 过 : “但 是 这 种 意外 ,只 能 发 生 在 
应 该 获得 它们 的 那些 人 们 那里 .” 

用 合适 的 语言 表达 事实 ， 同 思想 适应 于 事实 在 一 定 程度 上 具 
有 同样 的 重要 意义 , 无论 如 何 , 这 两 者 是 有 紧密 联系 的 . 科学 发 展 
非常 明显 地 伴随 着 术语 的 发 展 ， 当 物理 学 家 开始 谈 到 关于 “电气 ” 
或 医生 开始 谈 到 “传染 ”时 ,这 些 术语 是 不 明白 的 ,含糊 的 ,混乱 的 . 
这 些 术 语 被 科学 家 用 到 今天 , 如 像 “电荷 "、“ 电 流 ”、“ 细 菌 传染 ”、 
“病毒 传染 ”是 无 比 地 清楚 而 且 很 明确 。 然而 要 知道 , 区 分 两 个 名 
词 术语 要 经 过 多 少 次 充分 的 观察 ,经 过 多 少 次 精巧 的 试验 ,甚至 一 
些 伟大 的 发 现 。 归纳 过 程 ,改造 了 术语 ,澄清 了 概念 . .我 们 也 可 以 
用 一 个 适当 小 规模 的 数学 例子 来 阐明 概念 的 归纳 证 清 ,， 下 面 讲 
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讲 这 方面 的 过 程 。 这 种 情况 在 数学 研究 中 是 常见 的 .一 个 定理 已 
经 系统 地 整理 出 来 ,但 是 为 了 使 这 个 定理 更 加 严格 ,我 们 还 要 给 这 
个 定理 中 某 些 术语 更 精确 的 意义 。 像 我 们 将 要 看 到 的 那样 上 述 
过 程 可 以 方便 地 用 归纳 过 程 来 说 明 . 

让 我 们 回 过 头 去 看 例 2 和 它 的 解答 .我 们 谈 到 把 “球面 再 分 割 
成 地 区 ”而 未 给 予 这 个 术语 一 个 正式 定义 。 如 果 用 FE, 了 和 巨 表 
示 这 样 再 分 成 的 地 区 .边界 和 角 的 数 是 ,我 们 希望 欧 拉 公 式 仍 然 是 
正确 的 。 但 我 们 仍然 依靠 例子 和 一 些 查 略 的 叙述 以 及 对 于 F,V 
和 EE 没 有 给 出 正式 的 定义 我们 应 当 怎 样 精确 定义 这 些 术语 使 得 
欧 拉 公式 更 严格 呢 ? 这 就 是 我 们 要 提出 的 问题 . 

比方 说 球 ( 也 就 是 说 球面 ) 的 再 分 割 是 “正确 的 ”, 如 果 用 一 个 
相应 的 解释 就 是 欧 拉 公 式 对 于 F, 了 和 E 成 立 ; 是 “错误 的 ”, 就 相 
应 于 欧 拉 公式 对 于 下 ,了 和 无不 成 立 .提出 再 分 割 的 例子 能 够 帮助 
我 们 发 现 “ 正 确 的 ”情形 和 “错误 的 ”情形 之 间 的 一 些 简单 的 差别 . 

22. 由 地 球 的 全 部 表面 组 成 正好 一 个 地 区 ， 正 确 妈 ?>《“ 正 确 ” 
的 意思 ,我 们 是 指 欧 拉 公 式 成 立 ，) 

23. 地 球 的 表面 由 一 个 大 圆 分 成 两 个 地 区 一 一 东 半 球 和 西 半 
球 , 欧 拉 公式 成 立 吗 ? 

24. 两 个 平行 的 圆 分 球面 为 三 个 地 区 , 欧 拉 公式 成 立 吗 ? 

25. 三 条 经 线 分 球面 为 三 个 地 区 , 欧 拉 公式 成 立 吗 ? 

26. 称 由 王 条 经 线 和 ?个 平行 圆 分 割 球面 为 分割 《m,p)”; 参 
考 例 2 (1)。 极 端的 情形 为 (o, p), 欧 拉 公 式 是 否 成 立 ? 

27.“ 分 割 《m, p)” 的 极端 情形 (m,o), 欧 拉 公式 是 否 能 成 
立 ? (参看 例 26.) 

28. 哪 种 再 分 割 (m,p)( 参 考 例 26) 能 够 由 例 2 叙述 的 方法 产 
生 ? 《一 个 凸 多 面体 投射 到 球面 上 , 继 之 以 后 连续 的 改变 边界 , 这 
样 留 下 的 地 区 数目 和 在 地 区 周围 的 边界 线 数目 不 会 改变 .) 关 于 秋 
和 ? 怎样 的 条 件 能 表征 这 样 的 再 分 割 ? 

29. 在 欧 拉 公式 不 成 立 的 那些 例子 中 错误 在 哪里 ? 哪 种 几何 
条 件 能 使 F, V,E 的 意义 更 加 精确 并 将 保证 欧 拉 公式 仍然 有 效 ? 
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30. 提出 更 多 的 例子 来 说 明 例 29 的 解答 . 

31. 销 卡 儿 《Descarte) 对 多 面体 的 研究 工作 。 笛 卡 儿 留 下 的 
原稿 中 简短 地 注释 了 多 面体 的 一 般 理论 . 这 些 注释 的 一 个 副本 
《借助 杆 莱 布 尼 兹 ) 发 现 并 发 表 于 1860 年 ， 这 已 是 第 卡 儿 死 后 两 
百 多 年 的 事 ， 人 参考 笛 卡 儿 全 集 (Oeuvres), 第 10 卷 ， 第 257~276 
页 。 这 个 注释 论述 了 与 欧 拉 定理 密切 相关 的 问题 虽然 这 个 注释 
没有 直接 地 按照 它 包含 的 结果 明确 地 提出 这 个 定理 . 

我 们 考察 在 笛 卡 儿 情 形 的 凸 多 面体 .假定 我 们 称 其 任 一 面 的 
任 一 角 为 表面 角 , 而 且 用 3a 表示 所 有 表面 角 之 和 , 笛 卡 儿 以 两 种 
不 同 的 方式 计算 se， 并 且 从 比较 两 个 表达 式 出 发 得 出 欧 拉 定 理 。 

下 面 的 例子 给 读者 一 个 机 会 重新 引出 第 卡 儿 的 某 些 结论 ,我 
们 将 用 下 面 的 符号 : 

设 F, 表示 具有 7 条 楼 的 面 数 ， 

,表示 基 有 =” 条 楼 端点 的 顶点 数 ,因此 

FE, 十 Fi 二 F5 十 .一 FF， 
及 十 + 十 一。 

我 们 仍然 用 五 表 示 多 面体 所 有 的 棱 数 。 

32. 以 三 种 不 同 的 方式 : 分 别 用 F;，F4，F;，…… 或 用 P， 
7,，7，，'… 或 用 瑟 表 示 全 部 表面 角 的 个 数 . 

33. 计算 五 种 正 多 面体 的 Za: 正四 面体 , 正六 面体 , 正八 面 
体 , 正 十 二 面体 和 正二 十 面体 . 

34. 用 F,, F,, F;,、- :表示 3a。 

. 用 五 及 下 表示 Fa. 


叫做 立体 角 。 

车 二 凸 立体 角 有 一 公共 顶点 (但 无 其 他 公共 点 )， 且 面 数 相 
同 。 一 立体 角 的 每 面 有 另 一 立体 角 的 一 边 与 之 对 应 , 且 面 与 其 对 
应 边 垂直 〈 这 关系 是 相互 的 ， 如 一 立体 角 二 相 邻 面 交 线 ， 对 应 另 
一 立体 角 的 面 了 ， 而 乡 的 两 边 则 是 对 应 于 前 二 相 邻 面 的 )。 有 这 
种 关系 的 二 立体 角 , 叫 做 互 为 补 角 (这 跟 普 通称 作 补 角 的 意义 不 
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同 , 但 平面 二 补 角 也 可 摆 成 类 似 的 相互 关系 )， 互 补 的 两 立体 角 之 
一 叫 作 另 一 个 的 补 角 . 

以 两 个 立体 补 角 的 公共 顶点 为 中 心 ,以 1 为 半径 的 球面 ,被 二 
互补 立体 角 割 成 二 球面 多 边 形 ,它们 是 互补 球面 多 边 形 . 

我 们 来 考察 二 互补 球面 多 边 形 , 假 定 第 一 个 多 边 形 的 边 是 ay 
4 "4m; 而 asm，***, 0r 是 它 的 补 角 , 4 是 它 的 面积 ,P 是 它 
的 周 长 .又 设 另 多 边 角 形 的 类 似 部 分 是 a， a，………， 4s; oo 


co A',P, 则 
ata=at+am ata mx 
ata=at+om—m= = +an om. 
这 关系 式 是 大 家 都 知道 的 ,并 容易 看 出 来 的 . 
证 P+A'~P+A=27r. 


[已 知 角 为 a, 86,7 的 球面 三 角形 面积 是 球面 角 盘 a 十 8 十 7 一 
x.] 

37.“ 平 面 多 边 形 外 角 和 等 于 4 个 直角 ， 类 似 地 立体 形 外 立体 
角 之 和 等 于 8 个 直角 . ”( 多 面体 立体 角 的 补 立体 角 叫 作 它 的 外 
角 .) 设 法 解释 在 笛 卡 儿 笔 记 中 发 现 的 这 句 话 ,作为 一 个 定理 ,你 可 


以 证 明 它 。[ 见 图 3.7.] 


图 3.7 ”一 个 多 面体 的 外 角 


38. 用 了 表示 3a. 
39. 试 证 欧 拉 定理 。 
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40.51 最 初 的 陈述 是 模糊 的 ,但 是 暗示 出 若干 精确 的 陈述 . 这 
里 有 一 个 我 们 在 $1 中 没有 考虑 的 问题 : “假如 FF, 了，, 互 三 者 之 
一 趋向 co 时 ,其 余 两 个 也 必然 趋向 co- “证明 对 于 凸 多 面体 下 面 的 
不 等 式 一 般 地 成 立 : 
2E>3F, 2V>F+4, 3V>Ek + 6, 
2E>3V, 2FZ>V+4, 3F>E+6, 
这 些 不 等 式 中 ,对 于 哪些 多 面体 等 式 能 成 立 ? 
41. 有 凸 多 面体 各 面 都 是 由 相同 类 型 的 多 边 形 组 成 的 , 即 是 说 
这 些 多 边 形 的 边 数 是 相同 的 .例如 ,四 面体 的 各 面 都 是 三 角形 ,六 
面体 的 各 面 都 是 四 边 形 , 十 二 面体 的 各 面 都 是 五 边 形 。 你 也 许 由 
此 会 不 加 思索 地 说 :“ 依 此 类 推 .” 然 而 这 样 简单 的 归纳 也 许 会 误 
人 歧途 : ”这 里 不 存在 各 面 都 是 六 角形 的 凸 多 面体 、 试 证 之 。[ 例 
31.】 
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第 四 章 ”数论 中 的 归纳 方法 


在 数论 中 由 于 意外 的 幸运 闯 为 经 常 所 以 用 归纳 法 可 萌发 出 
极 漂亮 的 新 的 真理 . 
一 一 高 斯 ?(Guas:) 
$1. 边 长 为 整数 的 直角 三 角形 ” 


由 于 
了 3 十 条 一 下 
所 以 具有 边 长 为 3，4 和 5 的 三 角形 是 一 个 直角 三 角形 。 这 是 一 
种 最 简单 的 直角 三 角形 , 它 的 边 长 都 是 整数 这样 的 “ 边 长 为 整数 
的 直角 三 角形 ”在 数论 的 历史 中 起 过 重要 的 作用 ; 甚至 古代 的 巴 
比 伦 人 《Babylonians) 已 经 发 现 了 它 的 某 些 性 质 . 
关于 这 样 的 三 角形 的 比较 明显 的 问题 之 一 如 下 所 述 : 是 不 是 
存在 二 个 过 长 为 整数 的 直角 三 角形 ， 它 的 他 长 是 给 宗 的 旧 数 * 
呢 ? 
我 们 集中 研究 这 个 问题 . 寻求 一 个 三 角形 , 它 的 斜 边 长 是 给 
定 的 整数 ” 而 它 的 直角 边 长 分 别 用 某 整数 * 和 ? 表示 . 我们 假定 
xz 表示 两 直角 边 中 较 长 的 那 条 边 . 因此 ,对 于 已 给 的 "， 我 们 要 求 
二 整数 +,y， 使 
mt+y, 0<y<r<n. 
这 个 问题 我 们 可 用 归纳 方法 来 处 理 ， 而 不 可 能 用 任何 别 的 方 
法 一 一 除非 我 们 有 某 些 十 分 特别 的 知识 。 让 我 们 看 一 个 例子 . 取 
一 12， 因 此 ,要 求 二 自然 数 及 》， 使 = 之 》， 且 有 
1) < 全集? (Werke), 第 2 卷 , 第 3 页 。 
2) 这 一 节 的 某 些 部 分 已 经 在 “让 我 们 教 猜测 ”的 标题 下 出 现 过 在 < 按 裴 迪 南 ` 贡 
塞 斯 所 指定 的 科学 哲学 研究 方向 > (Etudes de philosophie des sciences en 


hommage 4 Ferdinand Gonseth) 这 卷 中 ， 由 格 芳 (Gritton) 发 行 1950， 见 
147 一 154 页 。 
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144 一 x 十 
妇 可 取 以 下 这 些 数 : 
1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100, 121, 
可 不 可 以 有 ** 一 121 呢 ? 也 就 是 要 看 
144 一 妇 一 344 一 121 一 23 
是 不 是 个 平方 数 ? 显然 不 是 . 我 们 现在 就 应 该 试 试看 其 他 的 差 数 
是 不 是 平方 数 , 并 且 也 用 不 着 多 试 . 因为 y 志 x*， 故 
144 一 妇 十 姑 安 2 
Fe 
所 以 只 可 能 是 ?一 100 和 ?= 81 这 两 种 情形 值得 再 试 . 但 是 
144 一 100 一 44， 144 一 81 一 63 
都 不 是 平方 数 。 所 以 得 答案 : 以 12 为 斜 边 长 的 边 长 是 整数 的 直 
角 三 角形 不 存在 . 
我 们 再 来 试 以 13 为 斜 边 长 的 有 没有 . 在 
169 一 144 一 25，169 一 121 一 48，169 一 100 一 69 
三 数 中 , 只 有 一 数 是 平方 数 , 故 只 有 一 个 具有 斜 边 长 为 13 的 边 长 
为 整数 的 直角 三 角形 ; 
169 一 144 十 25. 
如 果 稍 有 耐心 ， 我 们 可 用 同样 方法 考察 一 个 不 太 大 的 数 ， 如 
20 以 下 的 各 种 情形 。 我 们 可 以 看 到 , 20 以 下 的 数 , 只 有 以 5, 10， 
13, 15, 17 为 斜 边 长 的 才 存在 边 长 为 整数 的 直角 三 角形 : 
25=16+9 
100 一 64 十 36 
169 一 144 十 25 
225 一 144 十 81 
289 一 225 十 64- 
事实 上 ， 这 里 的 10 和 15 两 种 情形 是 不 值得 去 算 的 ， 因 为 边 长 为 
10， 8，6 以 及 边 长 为 15, 12, 9 的 三 角形 都 同 边 长 为 5, 4, 3 的 三 
角形 相似 。 只 有 其 余 三 个 分 别 以 5，13，17 为 斜 边 长 的 边 长 为 整 
数 的 直角 三 角形 才 是 根本 不 同 的 ， 
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我 们 看 到 , 5, 13, 17 三 数 都 是 奇 素数 。 不 过 它们 并 不 是 20 
以 下 的 全 部 奇 素数 ;其 余 的 奇 素数 3, 7,11, 19 都 不 是 边 长 为 整数 
的 直角 三 角形 的 斜 边 . 为 什么 会 这 样 ? 这 两 批 奇 素数 之 间 有 什么 
不 同 之 处 ? 在 什么 信件 下 ， 一 个 奇 素数 才 是 边 长 为 整数 的 吉 角 三 
角形 的 他 边 长 在 什么 条 件 证 不 是 ? 

这 个 问题 改变 了 原来 问题 的 性 质 ， 看 来 这 个 问题 这 样 提 更 好 
些 , 至 少 是 个 新 间 题 ， 现在 再 用 归纳 方法 来 考察 , 列表 如 下 ( 横 线 
表示 没有 以 P 为 斜 边 长 的 边 长 为 整数 的 直角 三 角形 ): 


音素 数 P 以 为 包 边 长 的 这 长 鸭 束 数 的 韶 角 所 外 形 

3 Ce 
5 25 一 16 十 9 
7 

11 -一 一 

13 169 一 144 十 25 

17 289 一 225 十 64 

19 一 一 

23 一 一 

29 841 一 441 十 400 


31 二 
在 什么 情况 下 奇 素数 可 以 是 边 长 为 整数 的 直角 三 角形 的 斜 
边 长 ? 在 什么 情况 下 不 是 ? 两 种 情形 有 何 区 别 ? 物理 学 家 也 会 提 
出 他 们 自己 的 同类 问题 . 例如 物理 学 家 在 研究 晶体 的 双 折射 时 ， 
有 的 晶体 表现 出 双 折射 ,有 的 没有 双 折 射 , 就 要 问 哪些 晶体 有 双 折 
射 ? 哪些 没有 双 折 射 ? 两 种 晶体 有 何 区 别 ? 
物理 学 家 考察 的 是 两 种 晶体 ,而 我 们 考察 的 是 两 批 素数 : 
5，13，17, 29,… 与 3,7, 11, 19, 23, 31, …. 
我 们 是 想 找 这 两 批 数 之 间 有 什么 不 同 的 性 质 。 两 批 数 增 大 的 情况 


都 是 不 规则 的 ,比方 说 看 看 它们 相 邻 二 数 差 : 
5 13 17 29 3 7 11 19 23 31 


8 4 12 44 8 4 8 
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这 些 差 数 里 面 , 有 好 些 个 是 4 ,而 且 都 能 被 4 整除 .以 5 为 首 的 屠 
批 数 ,被 4 除 的 余数 都 是 1, 它们 都 是 4n 十 1 这 种 形式 (" 是 自 
然 数 )， 以 3 为 首 的 那 一 批 数 都 是 4n 十 3 的 形式 .这 是 不 是 我 
们 所 要 找 的 不 同性 质 呢 8 如 果 不 否 定 这 个 可 能 性 , 那 就 会 人 猜想 ; 
4 十 1 形式 的 素数 可 以 是 边 长 为 整数 的 直角 三 角形 的 斜 边 长 ， 
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$ 2. 平方 和 


我 们 仅 讨 论 了 边 长 为 整数 的 直角 三 角形 的 问题 (在 $1 中 ) 的 
一 个 侧面 , 在 数论 的 历史 中 它 起 过 重要 作用 . 它 使 人 引出 许多 别 
的 问题 .例如 ,哪些 数 (不 管 本 身 是 否 是 平方 数 ) 能 表 成 平方 和 ? 不 
能 表 成 平方 和 的 数 有 什么 性 质 ? 是 否 还 能 表 成 三 个 平方 数 之 和 ? 
还 有 ， 不 能 表 成 三 个 平方 和 的 数 又 有 哪些 数 ? 

当然 我 们 还 可 以 这 样 继续 不 断 地 问 下 去 , 但 巴 切 特 (Bachet de 
Méziriac) 《首先 出 版 数学 游戏 书 的 作者 ) 曾经 指出 : 任何 自然 数 ， 
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数 之 和 . 他 并 没有 给 出 证 明 ， 得 是 他 一 真 验证 到 325. 
向 之 巴特 指 出 的 多 公公 明了 纳 力 法 得 出 的 引起 
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1=1 
2=1+1 

3 一 1 十 1 二 1 
4=4 

5~=4+1 
6=4+1+1 

一 “十 1 二 1+1 
8 一 4 十 4 
9=9 


»67% 


10 一 9 十 1 
开始 造 一 个 表 .从 1 到 10 验证 了 这 一 命题 。 表 中 只 有 7 需要 用 四 
个 平方 数 ， 其 余 的 用 一 个 、 两 个 ， 三 个 就 够 了 ， 巴 切 特 一 直 试 到 
325， 发 现 有 好 些 数 要 四 个 平方 数 来 玫 示 , 但 没有 一 个 需要 用 更 
多 的 ,上 述 的 归纳 证 明 ,至 少 使 我 们 相信 与 他 发 表 的 命题 相符 ， 他 
的 运气 很 好 ， 这 个 猜想 以 后 得 到 了 确切 的 证 明 , 数论 中 称 为 “四 
方 定理 ”， 即 方程 


姑 一 妇 十 姑 十 于 十 芭 
对 任何 自然 数 ” 都 有 *，》，z， 必 的 非 负 整数 解 ， 
把 一 数 分 解 为 几 个 平方 数 的 和 还 有 别 的 意义 ,例如 ,可 考察 方 
程 
n= 十 六 
有 多 少 个 x,y 的 整数 解 . x 与 ?可 仅 限 于 自然 数 . 也 可 为 正 负 
整数 或 0， 现 在 从 后 一 观点 来 考察 x 一 25 的 情形 ,可 得 方程 
25=x 二 yy， 
即 得 12 组 解答 如 下 : 
25 一 5 十 0 一 (一 5) 十 0? 一 02 十 5 一 0 十 (一 5)2 
一 4? 十 3 一 (一 4)? 十 32 一 4 十 (一 372 一 (一 4)2 十 (一 3 
一 3? 十 4 一 (一 3) 十 4? 一 3 十 (一 4 人) 一 (一 3)2 十 (一 4)2， 
这 个 解答 有 一 个 有 趣 的 几何 解释 ， 但 现在 我 们 不 必 讨 论 它 . 见 
例 2. 


$ 3. 关于 四 奇数 平方 和 问题 


这 个 问题 虽然 提 得 突然 ,但 讲 起 来 却 很 有 教 益 . 
假定 * 是 正 奇数 ,用 归纳 法 来 考察 方程 


例如， 当 wx 一 1 时 ， 4 方程 是 
4 二 十 十 如 十， 
这 时 只 有 一 组 解 + 二 y 一 2 二 w 二 1。 因 为 只 限于 正 奇 数 , 故 
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rz=—i, y=1, z=1, w—i 
或 

x=2, y=0, z=0, w=—0 
不 算 解 . 假如 当 w 一 3 时 ,方程 是 

12 一 妇 十 大 十 2 十 mr 

有 下 列 两 组 不 同 的 解 . 

t=3, y=—1, s=l1, w=1, 

xz=l, y=—=3, :=1, w=1, 

为 了 强调 对 x, y, z, w 值 的 限制 ,我 们 不 说 “ 解 ” 而 说 “把 4% 

表 为 四 个 奇数 平方 和 "但 这 样 说 是 宛 长 的 ,我 们 应 该 用 某 种 方法 
简化 它 ,为 此 ,有 些 时 候 我 们 用 ”“ 表 为 "两 字 来 代替 . 


54. 考察 一 个 例子 


为 了 熟悉 问题 的 意义 ， 让 我 们 来 考察 一 个 例子 . 我 们 取 
# 一 25， 则 4u 一 100， 这 时 要 找 出 100 表 为 四 个 奇数 平方 和 的 各 
种 方法 .可 用 于 这 个 问题 的 平方 数 是 
1, 9, 25, 49, 81. 
若 81 是 四 个 平方 数 之 一 , 则 其 余 三 个 平方 和 是 
100—81=19. 
小 于 19 的 奇数 平方 只 可 能 是 9 和 1, 且 有 19 一 ?9 十 9 十 1, 这 是 
19 表 成 三 奇数 平方 和 的 唯一 表达 式 . 故 有 
100 一 81 十 9 十 9 十 1 
同样 可 得 
100 一 49 十 49 十 1 十 1， 
100 二 49 十 25 十 25 十 1， 
100=25 二 25 二 25 十 25. 
若 将 四 个 平方 和 按照 递减 的 次 序 排列 , 先 分 出 最 大 的 一 个 ,这 样 系 
统 地 进行 试验 ,就 可 以 得 出 一 切 可 能 的 分 解法 . 但 若 顾 及 到 次 序 ， 
那 就 有 更 多 可 能 的 分 解法 ,例如 
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100 一 49 十 49 十 1 十 1 
一 49 十 1 十 49 十 1 
一 49 十 1 十 1 十 49 
一 1 十 49 十 49 十 1 
二 1 十 49 十 1 十 49 
一 1 十 1 十 49 十 49。 
这 6 个 和 表 为 包含 有 同样 的 项 , 但 是 其 项 的 次 序 是 不 同 的 。 按照 
我 们 对 问题 的 说 法 ,在 处 理 时 应 该 把 它们 作为 6 个 不 同 的 表达 式 ， 
具有 非 增 的 平方 和 的 一 个 表达 式 为 
100 一 49 十 49 十 1 十 1, 
其 他 五 种 表达 式 都 是 由 它 派生 出 来 的 , 一 共有 六 种 表达 式 。 同样 
有 


非 增 平方 和 次 序 不 同 的 排列 数目 
81 十 9 十 9 十 1 12 
49 十 49 十 1 十 1 6 


49 士 25 十 25 十 1 12 
25 十 25 十 25 十 25 1 
总 起 来 说 ,对 “一 25 即 4u = 100 的 情形 共有 
12 十 6 十 12 十 1 一 31 


种 表 成 四 个 奇数 平方 和 的 分 解法 . 


5 5. 把 观察 结果 列 成 表 


对 于 特例 x 一 25 即 44 一 100 表 为 四 个 奇数 平方 和 共有 31 
个 表示 式 , 它 显示 了 问题 的 清楚 的 含意 .。 我 们 现在 从 “一 1，3， 
5,.… 列 到 wx 一 25。 把 分 解法 的 个 数列 成 表 工 来 作 系统 的 观察 
《 见 下文 ; 读 者 应 自 列表 ,或 至 少 验算 一 部 分 数字 )。 


$ 6. 有 什么 规则 


能 否 从 表 中 看 出 * 与 把 4x 表 成 四 个 奇数 平方 和 的 分 解法 的 
数目 之 间 有 什么 规则 吗 ? 
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# 和 非 增 分 解 式 排列 数目 分 解法 数目 
1 4 l+1l+1+1 1 1 
3 12 3+I+1+1 4 4 
号 20 9+9+1+1 6 6 
7 28 25+1+1+1 4 8 
9 十 9 十 9 十 1 4 
9 36 25+9 十 1 十 1 12 13 
9+9+9+9 . 
9 44 25+9+9+1 12 12 
13 52 49+1+1+1 4 14 
25++25 寺 1 十 1 6 
25+9+9+9 4 
15 60 49+9+1+1 12 24 
25 十 25 十 9 十 1 12 
17 68 49+9+9+1 12 18 
25+25+9+9 6 
19 76 49 十 25 二 1 十 1 12 20 
49+9+9+9 4 
25+25+25+1 | 
21 | 84 81+1+1+1 4 32 
49+25+9+1 24 
25+25+25+9 4 
23 92 81+9+1+1 12 24 
49+25 二 9 十 9 12 
25 | 100 81-+9+9 十 1 12 31 
49+49+1+1 6 
49 十 25 十 25 十 1 12 
25 二 25 十 25 十 25 1 


这 个 疑问 是 问题 的 核心 ， 我 们 必须 在 收集 观察 结果 的 基础 上 


利用 前 节制 定 的 表 来 回答 这 个 问题 .就 像 自然 科学 家 设法 从 实验 
数据 找 出 规律 的 情形 一 样 ， 我 们 也 要 从 这 些 数据 里 找 出 规律 来 。 
不 妨 列 出 两 行 数字 如 下 : 


:| 
1 .46 8 13 


15 17 19 21 23 25 


12 14 24 18 20 32 24 31. 


so TI. 


第 一 行 都 是 奇数 .但 是 第 二 行 有 什么 规则 呢 ? 

当 我 们 要 回答 问题 时 , 猛 一 看 , 几乎 使 人 失望 , 第 二 行 数字 之 
闻 很 不 规则 ,我 们 被 它 的 复杂 来 历 迷 惑 了 ,我 们 似乎 没有 希望 能 够 
找 出 任何 规则 ， 然而 , 假如 我 们 忽略 上 面 的 复杂 来 历 并 且 认 真 分 
析 一 下 ,会 发 现 第 二 行 的 数 总 比 第 一 行 相应 的 大 ,而 且 有 好 些 个 恰 
好 大 1， 我 们 把 这 些 情 况 强 调 指出 来 , 在 相应 的 地 方 用 黑体 ,把 表 
写成 这 样 : 

539 15 
1 4 6 813 12 14 24 18 20 32 24 31. 

不 难看 出 ,黑体 数字 都 是 素数 . 这 倒 有 点 奇怪 了 ,在 上 表 中 我 
们 搞 出 这 一 系列 数 的 时 候 , 只 是 作 平 方 和 分 解 , 没 有 牵涉 到 什么 素 
数 不 素 数 的 问题 。 现在 素数 竟然 与 我 们 这 个 问题 有 关系 , 你 说 怪 
也 不 怪 ? 这 里 面 一 定 有 什么 名 堂 ! 

非 黑体 的 那些 数 是 什么 样 的 数 呢 9 第 一 个 1 是 单位 数 , 其 余 
都 是 复合 数 . 

9 一 3X3，15 一 3X5，21 一 3X7，25 一 5X5。 

那么 第 二 行 里 同 这 些 对 应 的 数 有 什么 性 质 呢 ? 

我 们 看 到 ,如 果 在 第 一 行 里 奇数 x 是 素数 , 则 在 第 二 行 里 所 对 
应 的 数 是 * 十 1; 如 果 «不 是 一 个 素数 ,所 对 应 的 数 就 不 是 4 十 1. 
对 这 些 我 们 已 有 所 发 现 . 我 们 可 以 再 注意 一 点 ,如 果 w 一 1, 则 第 
二 行 中 的 对 应 数 也 是 1, 从 而 小 于 x 十 1。 其 他 x 不 是 素数 的 情 
况 , 对 应 的 数 都 大 于 * 十 1. 也 就 是 说 , 若 * 是 1 时 , 所 对 应 的 数 
就 比 x 十 1 小 ,车 * 是 素数 则 所 应 的 数 就 等 于 x 十 1, 若 * 是 复合 
数 则 所 应 的 就 比 十 1 大 ， 这 可 算是 一 种 规则 . 

让 我 们 再 集中 研究 上 一 行 中 那些 复合 数 所 对 应 的 数 : 
3X3 3x5 3x7 5X5 
13 24 3 31 

从 这 里 看 出 一 些 怪 现象 .第 一 行 的 两 个 平方 数 都 对 应 于 第 二 
行 中 的 素数 ! 不 过 因 观 察 数 目 尚 少 , 这 个 断言 还 不 够 充分 .但 是 
倒 过 来 说 也 对 ,不 是 平方 的 那些 复合 数 , 所 对 应 的 则 不 是 素数 ; 
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3 3X7 
4X6 4X8. 

这 里 又 有 些 不 太 寻 常 的 事 ， 即 第 二 行 所 对 应 数 的 每 个 因子 都 
恰好 比 原 数 * 的 两 个 因子 每 个 都 大 1! 不 过 这 里 观察 数据 尚 少 ， 
也 不 宜 把 这 个 说 法 看 得 太 认真 .在 先 我 们 注意 到 

P 
p+t+l1 


现在 又 看 到 
pq 


(p+1)(g+1) 
这 里 户 和 4 是 素数 ， 这 里 总 算 找 到 了 一 些 规则 . 
如 果 把 对 应 于 pg 的 数 《p 十 1) (4 十 1) 写成 男 一 种 形式 ,也 
许 能 看 得 更 清楚 些 : 
(十 1)(9 十 1) 一 bg 十 尹 十 9 十 1 

我 们 看 到 了 什么 呢 ? bg, b, 4， 1 是 些 什么 数 呢 ? 至 今 

9 25 

13 31 


这 两 种 情形 尚未 得 到 解释 .我 们 曾 指 出 9 与 25 所 对 应 的 数 分 别 
大 于 9+1 和 25 十 1, 而 且 事 实 上 有 
13 一 9 十 1+3 31~=25+1+5, 

这 些 数 是 什么 ? 

如 果 再 从 什么 地 方 找 出 一 点 新 发 现 ， 把 上 述 这 些 零 零碎 碎 的 
观察 综合 起 来 , 即 可 得 到 整个 对 应 关系 的 规则 : 

p pq -| 25 | 

pt1 pgt+p+gqgt+l1 9+3+1 25+5+1 1. 
除数 ! 第 二 行 数字 中 出 现 的 都 是 能 整除 第 一 行 相应 数字 的 几 个 除 
数 。 这 可 能 就 是 要 找 的 规则 , 这 似乎 是 一 个 发 现 : 第 一 行 每 个 数 
所 对 应 的 是 基 所 有 除数 之 和 . 

说 得 更 完整 些 , 我 们 有 一 个 猜想 . 这 个 猜想 很 可 能 是 高 斯 的 


站 方 和 的 表达 式 的 数目 等 于 «的 各 除数 之 和 ， 


7T3 。 


4 7 关于 归纳 发 现 未 知事 物 的 性 质 

回顾 从 5 3 到 $ 6 所 讲 的 ,我 们 可 以 提出 许多 问题 . 

我 们 得 出 的 是 什么 ?不 是 证 明 ,甚至 连 证 明 的 影子 也 没有 , 仅 
仅 是 一 种 猜想 : 它 不 过 是 在 所 观察 数据 范围 之 内 ,发现 事 实 的 一 种 
简单 描述 ， 还 表明 这 种 描述 有 可 能 应 用 到 观察 数据 范围 之 外 的 一 
种 希望 

我 们 是 怎样 得 到 这 个 猜想 的 呢 9 这 同 普通 人 , 非 数学 方面 的 
自然 科学 家 得 到 他 们 猜想 的 情况 很 像 。 先 收集 有 关 的 观察 材料 、 
考察 它们 、 加 以 比较 、 注 意 到 一 些 规律 性 犹豫 不 决 、 东 拼 西 凑 , 最 
后 把 零 零碎 碎 的 细节 归纳 成 有 明 时 意义 的 整体 .完全 类 似 ,一 个 考 
古 学 家 可 以 从 破 石碑 上 零 零碎 碎 的 文字 考证 出 全 部 材料 来 ， 一 个 
古生物 学 家 可 以 从 几 片 烂 碎 骨头 搞 出 古代 动物 的 整个 形态 来 。 在 
我 们 的 情况 下 也 是 如 此 , 当 我 们 认识 到 合理 的 统一 概念 (除数 ) 时 ， 
有 意义 的 全 狐 也 就 同时 出 现 了 .。 


$ 8. 关于 归纳 证 据 的 性 质 


这 里 还 有 几 个 值得 注意 的 问题 . 

证 据 有 多 少 说 服 力 当 你 这 样 间 时 ,你 的 问题 还 是 不 完全 的 . 
你 自然 是 指 的 对 于 $ 6 我 们 所 述 猜想 的 归纳 证 据 ， 而 且 是 能 够 从 
5 5 的 表 工 中 导出 的 猜想 的 归纳 证 据 ， 然而 你 所 指 的 说 服 力 的 意 
思 是 什么 ?假如 它 能 使 信服 , 则 证 据 就 是 有 说 服 力 的 ;所 谓 说 服 
力 , 就 是 能 让 某 些 人 相信 。 但 你 未 说 明 让 谁 相信 一 让 我 ,让 你 ， 
让 欧 拉 , 让 一 个 初学 者 ,还 是 让 别 的 什么 人 ? 

作为 对 我 个 人 来 说 ,我 觉得 这 些 证 据 是 很 有 说 服 力 的 ,我 确信 
欧 拉 曾 仔细 地 设想 过 它 (我 提 到 欧 拉 , 因 为 他 差 一 点 就 会 发 现 我 们 
的 猜想 ， 见 例 6. 24)。 我 想 , 凡是 一 个 初学 者 。 只 要 他 多 少 知 首 
一 此 数 的 整除 性 ， de cng 我 的 一 个 同 


这 证 据 是 “百分之百 地 使 人 信服 ” 。 
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我 不 去 关心 主 观 印象 如 何 。 什 么 旦 证 宗 理 性 信念 的 客观 估计 
的 确切 程度 ? 

你 给 我 一 事件 (A), 你 未 给 我 另 一 事件 (8), 并 且 你 向 我 要 求 
第 三 事件 (C). 

(A) 你 给 我 精确 的 归纳 证 据 : 猜想 对 前 13 个 情形 4，12， 
20,.…, 100 是 证 实 了 的 ,这 很 清楚 . 

(B)》 你 要 我 估计 证 据 的 可 信 程度 .然而 这 种 可 信 程度 对 某 些 
人 来 说 ， 如 果 不 是 出 于 轻率 或 灵机 一 动 的 话 ， 要 依赖 于 看 得 到 这 
些 证 据 的 人 有 多 少 知识 .他 可 能 知道 这 个 猜想 的 定理 的 一 个 证 
明 , 或 者 可 能 知道 一 个 反例 足以 使 这 个 猜想 破产 ， 在 这 两 种 情形 
下 ,他 的 信念 已 经 确定 ,不 会 受 归 纳 证 据 的 影响 ， 但 是 如 果 他 知道 
一 些 东 西 ， 这 些 东西 很 接近 于 这 个 定理 的 完整 证 明 或 者 接近 于 属 
于 一 个 完整 的 反例 ， 他 的 信念 还 可 以 更 改 ， 并 且 会 受 归 纳 证 据 的 
影响 , 虽然 信念 不 同 程度 是 按照 他 掌握 知识 的 不 同 而 产生 的 ， 因 
此 ,如 果 你 希望 一 个 明确 的 回答 ,你 就 应 当 说 清楚 某 和 人 的 一 定 知识 
水 半 ， 所 提出 的 归纳 证 据 (A) 应 该 按 它 去 判断 ,你 应 当 给 我 一 批 
确定 的 有 关 已 知事 实 (或 许 , 在 数论 中 可 以 是 已 知 基 本 命题 的 一 个 
明确 的 表 )， 

你 要 我 确切 估计 归纳 证 据 的 可 信 程度 , 我 是 否 应 当 给 你 

“完全 相信 ”的 百分比 呢 ? 《这 个 定理 的 可 信 程度 若是 通过 

ee 我 们 同意 叫 “ 完 全 相信 ”.) 你 是 不 是 期 待 我 
说 证 据 的 可 信 程度 相当 于 完全 相信 的 99%, 或 者 2.875%, 或 者 
0.000001 多 呢 ? 

简 而 言 之 , 你 要 我 解决 这 样 一 个 问题 : 已 知 (A) 一 些 归 纳 的 
证 据 及 《〈B) 一 批 已 给 的 事实 和 命题 , 来 估计 (C) 有 百 分 之 几 的 可 
信 程 度 . 

这 个 问题 的 解决 是 远 非 我 力所能及 的 ， 我 也 不 知道 谁 能 解决 
它 , 或 者 谁 敢 去 解决 它 , 我 知道 某 些 哲学 家 他 们 打算 在 最 大 的 一 般 
性 问题 上 作 这 样 一 些 工 作 , 但 是 面 对 这 个 具体 问题 ,他 们 晨 缩 和 如 
免 作 正面 回答 ， 并 且 可 以 找 出 一 干 个 借口 说 他 们 为 什么 恰好 不 解 
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决 这 个 问题 . 

可 能 这 个 问题 是 那些 典型 的 哲学 问题 之 一 ， 关 于 它 你 可 以 泛 
泛 地 谈 得 很 多 , 甚至 煞费苦心 . 然而 当 你 要 用 确切 的 字眼 说 出 来 
的 时 候 ， 人 


让 

巴 切 特 猜想 是 : 对 于 ”一 1, 2, 3,，.……, 方程 

了 一 好 十 委 十 2 十 2 

至 少 有 一 组 *， 》y，z， zw 的 非 负 整数 解 。 他 对 ”一 1 2，3，……， 
325 都 验证 了 这 个 猜想 . 

我 们 的 猜想 是 : 对 一 已 知 奇数 ”方程 

4x 一 台 十 六 十 十 w? 

的 解答 个 数 (x, y,z，w 为 正 奇 整数 解 ) 等 于 * 的 除数 之 和 我们 
对 mn 一 1,3,5,7, ,25《13 种 情形 ) 验 证 了 这 个 猜想 ( 见 $3 ~ 
§6). 

现在 从 三 方面 来 比较 这 一 猜想 以 及 由 其 验证 所 得 的 归纳 证 
据 . 

验证 的 次 数 。 巴 切 特 猜想 验证 了 325 种 情形 , 而 我 们 的 猜想 
只 验证 了 13 种 情形 . 巴 切 特 的 证 据 显 然 比较 有 力 . 

猜想 内 容 的 准确 程度 . 巴 切 特 猜 想 说 解答 的 数目 二 1; 我 们 的 
猜想 则 明确 指出 解答 数目 等 于 什么 . 我 认为 ， 验 证 一 个 很 明确 的 
得 想 比 难 证 一 个 不 那么 明 右 的 销 想 章 芝 好 卓 , 从 这 方面 讲 ,我 们 的 
证 据 似 较 有 力 . 

有 无 其 他 类 似 的 狂想 ， 巴 切 特 猜想 说 任 一 正 整数 用 平方 和 表 
示 的 最 大 个 数 M = 一 4. 我 认为 巴 切 特有 一 个 先 验 的 理由 提出 M 
一 定 等 于 4, 也 可 能 M 一 5, 或 者 任何 其 它 的 值 , 如 像 M 一 6, 或 
M 一 7; 甚至 M 一 co (M 一 co 的 意思 自然 应 理解 为 较 大 的 正 
整数 ， 从 形式 上 讲 M = co 似乎 是 可 以 的 )， 简 而 言 之 , 巴 切 特 
猜想 显然 不 是 唯一 的 。 但 是 我 们 的 猜想 是 独一无二 的 , 起 先 看 解 
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答 的 个 数 很 不 规则 ,可 能 以 为 找 不 到 什么 规则 了 ,但 后 来 终于 找到 
了 一 个 很 明确 的 规则 ,而且 很 难 想像 还 有 其 他 不 同 于 此 的 规则 . 

如 果 要 从 许多 都 是 称心 如 意 的 姑娘 中 选 一 个 新 娘 是 不 太 好 选 
的 ;如 果 在 周围 只 有 唯一 的 一 个 姑娘 符合 条 件 ,那么 很 快 就 可 以 做 
出 决定 . 在 我 看 来 对 于 我 们 的 猜想 有 点 和 这 种 处 境 类 似 ， 在 所 有 
其 他 条 件 相 同 的 情况 下 ， 一 个 猜想 有 许多 不 同 的 结果 比 只 有 独 一 
无 二 的 结果 更 难于 被 人 承认 。 如 果 你 相信 这 点 , 你 应 当 发 现 从 这 
方面 讲 , 我 们 的 证 据 比 较 有 力 . 

请 注意 关于 巴 切 特 猜想 的 证 据 在 一 个 方面 是 较 有 力 的 ， 而 关 
于 我 们 的 猜想 的 证 据 在 另 一 方面 是 较 有 力 的 ， 请 不 要 提 无 法 回答 
的 问题 . 


第 四 章 的 例题 和 注释 

1. 符号 表示 法 . 设 ",《 是 自然 数 ,我 们 考察 丢 番 图 (Diophan- 

tine) 方程 
力 一 好 十 好 十 … 十 骏 . 

其 两 组 解 zz 区 与 拉 ix ,x4 当 且 仅 当 #y 一 和 一切 
xk = x 时 才 算是 相等 的 ， 若 ,x2，,"…… ,x 可 为 正 负 整数 及 0， 则 
记 解 的 个 数 为 RiCn). 若 只 许可 是 正 奇数 , 则 记 解 的 个 数 为 St(z) 。 

用 这 种 表示 法 可 把 巴 切 特 猜 想 表 为 

Rn)>0 n=1, 2, 3, .…* 

我 们 在 $6 中 所 发 现 的 猜想 : S(4(2n 一 1)) 等 于 2n 一 1(z 一 1， 
2，3， …) 的 除数 之 和 |， 

求 R(25) 及 5, 《11). 

2. 若 * 和 7 是 平面 上 的 直角 坐标 ， 对 于 这 样 一 对 * 和 y 若 为 
整数 时 ,叫做 平面 上 的 “ 格 点 ”. 在 空间 中 的 格 点 有 类 似 的 定义 。 

用 格 点 来 对 R: (2) 及 Rs《(n) 作 几 何 解释 . 

3. 用 符号 R(x) 来 表示 $ 1 中 所 提 到 的 猜想 . 

4. 什 么 时 候 两 平方 和 是 奇 素数 > 通过 研究 下 表 


3 一 一 


as。 TIT 。 


5 一 4 十 1 
学 一 -一 
13 一 9 十 4 
17=16+1 
19. 
2 
29 一 25 十 4 
3 
必要 时 扩大 这 个 表 并 且 把 它 和 $1 的 表 作 比较 ,试用 归纳 法 回答 这 
个 问题 . 
5. 你 能 用 数学 演绎 法 证 明 你 在 例 4 里 用 归纳 法 得 到 的 某 些 解 
答 吗 ? 这 样 证 明之 后 ,是 否 有 可 能 改变 你 对 猜想 的 信任 - 
6. 证 明 巴 切 特 猜想 ($2) 直到 30 为 止 。 哪些 数目 实际 上 需要 


四 个 平方 和 ? 

7. 为 了 更 好 地 了 解 $ 5 中 的 表 I， 假 定 a?, B?, ec? 与 如 表示 四 
个 不 同 的 奇数 平方 并 且 考 虑 和 

(1) 二 如 十 人 十 

(2) 二 十 如 十 

(3) 二 十 如 十 扩 

(4) a 二 a 十 


(5) 十 0 十 十 a 
若 改变 每 式 各 项 的 排列 次 序 能 够 导出 多 少 种 不 同 的 表示 法 (在 $3 
的 意义 上 )? 

8- 当 且 仅 当 x 是 一 个 平方 数 时 , 4w 表 成 四 个 奇数 平方 和 的 分 
解法 的 个 数 是 奇数 (下 面 用 $3 的 符号 ,我 们 假定 * 是 奇数 ). 证 明 
这 个 命题 并 且 证 明 它 和 $6 的 猜想 一 致 。 这 个 结论 将 怎样 影响 你 
对 这 个 猜想 的 信任 ? 

9. 现在 假定 a, 5， <， 和 4 表示 不 同 的 自然 数 《 奇 的 或 偶 的 )。 
考虑 在 例 7 中 提 到 的 五 个 和 式 , 同 时 也 考虑 下 列 的 和 式 ; 
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(6) ”++ 


(7) Ci 
(8) 2+a+a 
(9) a+ 
(10) al 十 @ 
(11) Ci 


求 这 11 种 情形 之 中 的 每 个 R4 (>) 的 分 布 情况 . 你 可 按 下 面 明 显 
的 运算 得 到 每 个 和 的 全 部 表示 法 ， 如 果 增 加 0?， 就 必然 可 使 它们 
的 项 数 都 可 到 四 项 ， 你 改变 排列 并 且 分 别 用 一 a, 一 2， 一， 一 4， 
来 代替 a, 5,c, 4 中 的 某 些 (或 者 一 个 不 ,或 者 全 部 )( 核 对 在 表 II 
中 的 例子 ). 

10. 归纳 地 研究 方程 

n= 如 十 六 十 十 

用 整数 *, y, z, w( 正 负 整 数 或 0) 表示 的 解 的 数目 .并 构造 出 一 
个 和 表 1 类 似 的 表 

11( 续 ). 试 利用 $6 的 方法 和 结果 . 

12( 续 ). 利用 对 $6 的 类 比 或 者 从 对 表 荆 的 观察 ， 区 别 整 数 的 
恰当 类 别 , 并 且 只 研究 每 个 类 别 本 身 . 

13( 续 ). 集中 研究 最 难处 理 的 类 别 . 

14( 续 ). 试 总 结 所 有 零碎 的 规则 并 用 一 名 话 来 表达 这 个 规则 。 

15( 续 ). 检查 不 包含 在 表 工 中 前 三 种 情形 推导 出 的 规则 . 

16. 求 Ra(5) 及 Se(40). 

17. 检 查 在 本 章 最 后 的 表 斑 中 而 尚未 列 人 在 表 I 和 表 荆 中 的 
至 少 两 项 . 

18. 利用 表 II 归纳 地 研究 Ra(z) 及 Ss(87). 

19( 续 ). 试 利用 $6 和 例 10~15 的 方法 或 者 结果 . 

20.( 续 ) 由 类 比 或 观察 区 别 自然 数 的 恰当 的 类 别 ,并 且 只 研究 
类 别 本 身 . 

21( 续 ). 试 在 最 易 解 的 问题 中 寻找 出 一 个 线索 . 

22( 续 ). 试用 某 个 统一 的 概念 来 概括 各 零碎 的 规则 . 


23( 续 ). 试用 一 名 话 来 表达 这 个 规则 . 
24. 哪些 数 能 用 形式 3x 十 5y 来 表示 ? 那些 数 不 能 ? 此 处 = 


和 ?y 是 非 负 整 数 . 
25. 从 下 表 
a 五 最 后 的 蓝 数 不 可 能 以 形式 
axr 十 by 表示 


和 非 增 的 分 解 式 表 示 式 Rn) /8 

1 1 4xX2 1 

将 1+1 6X4 3 

3 1+1+1 4X8 4 

4 4 4X2 3 
1l+1+1+1 1x16 

5 4+1 12X4 6 

6 4+1+1 12x8 12 

7 4+1+1+1 4X16 8 

8 4 二 4 6x4 3 

9 9 4X2 34 
4+4+1 12X8 

10 9+1 12X4 18 
二 二 和 下 1 6X16 

11 9+1+1 12x8 12 

12 Ll 4X16 12 
4 十 4 十 人 4X8 

13 9+4 12x4 14 
4 二 4 十 4 十 1 4X16 
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n 非 增 的 分 解 式 示 Re(m)18 

14 9 十 4 十 1 24X8 24 

15 9+4+1+1 12x16 24 

16 16 4X2 3 
4 十 4 十 4 十 人 1x16 

17 16+1 12X4 18 
9 十 4 十 4 12x8 

18 16+1+1 12x8 39 
9+9 6X4 
9+4 十 4 十 1 12X16 

19 16+1+1+1 4X16 20 
9+9+1 12x8 

20 16+4 12x4 18 
9+9+1+1 6X16 

21 16 十 4 十 1 24X8 32 
9+4 十 4 十 4 4X16 

22 16 十 4 十 1 十 1 12x16 36 
9+9 十 4 12X8 

23 9 十 9 十 4 十 1 12X16 24 

24 16+4+4 12x8 12 

25 25 4X2 31 
16+9 12X4 
16 十 4 十 4 十 1 12X16 

26 25+1 12X4 42 
164+9+1 24X8 
9 二 9 十 4 十 4 6X16 

27 25+1+1 12x8 40 
16 十 9 十 1 十 1 12x16 
9+9+9 4X8 

28 25+1+1+1 4X16 24 
16 十 4 十 4 十 4 4X16 
9+9+9+1 4X16 

29 25+4 12X4 30 
16 十 9 十 24x8 

30 25 十 4 十 1 24X8 72 
16 十 9 十 4 十 1 24X16 


设法 推测 出 一 个 规则 ， 已 知 * 和 y 是 非 负 整数 . 假如 需要 , 可 以 
比较 一 些 项 目 并 且 扩 大 这 个 表 [ 当 仅 两 个 数 a 和 5 中 的 一 个 改变 
时 ,观察 最 后 一 列 的 变化 ]. 

26， 归 纳 法 的 危险 .试用 归纳 法 试验 下 面 的 命题 . 

《1) 当 # 是 素数 时 , 则 (x 一 1)! 十 1 能 被 * 除 尽 ;但 当 * 是 
合 数 时 , 则 《x 一 ID)! 十 1 不 能 被 ” 除 尽 ， 

《2) 当 # 是 奇 素数 时 , 则 2 一 1 能 被 = 除 尽 ; 但 当 » 是 合 
数 时 , 则 2 一 一 工 不 能 被 > 除 尽 ， 


表 I 

n Rn)/8 | Ri(a)116 | SC8n) sscC4C2n—1))) 2 一 1 
1 1 1 1 1 1 
2 3 7 8 4 3 
3 4 28 28 6 5 
4 3 71 64 8 7 
5 6 126 126 13 9 
6 12 196 224 12 11 
7 8 344 344 14 13 
8 3 583 512 24 15 
9 13 757 757 18 17 
10 18 882 1008 20 19 
11 12 1332 1332 32 21 
12 12 1988 1792 24 23 
13 14 2198 2198 31 25 
14 24 2408 2752 40 27 
15 24 3528 3528 30 29 
16 3 4679 4096 32 31 
17 18 4914 4914 48 33 
18 39 5299 6056 48 35 
19 20 6860 6860 38 37 
20 18 8946 8064 56 39 
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第 五 章 归纳 法 杂 例 


当 你 觉得 那个 定理 是 真实 的 , 那 你 再 去 证 明 它 。 
一 一 传统 的 数学 教授 


$1. 函数 的 展开 式 

处 理 任何 一 种 问题 , 我 们 常 要 用 某 种 归纳 推理 。 在 数学 的 不 
同 分 支 里 也 有 一 些 问 题 变 求 用 归纳 推理 的 典型 方法 .。 对 这 一 点 ， 
本 章 将 用 一 些 具 体例 子 来 说 明 。 我 们 先 举 简单 的 例子 。 

1 

把 函数 了 一 后 二 展 成 * 的 每 级 数 。 

这 个 问题 的 解法 不 只 一 种 。 下 面 的 解法 可 能 显得 麻烦 些 , 但 
对 数学 知识 不 多 的 初学 者 可 能 显得 容易 理解 些 ， 他 只 需要 知道 几 
何 级 数 之 和 就 够 了 : 


1+r 二 mm+r+… 一 一 
Re 


我 们 的 问题 可 以 利用 这 个 公式 : 
YN 1 
1 一 zx 十 1—zx(l—x) 


一 1 十 xl 一 xz) 十 2(1 一 xz 十 2 一 z 十 …. 
=l+x—* 
二 2 一 2 十 
二 加 一 3 二 3 一 六 


1) 这 著名 的 教育 格言 (< 怎样 解 是 (How to Solve I)，181 页 ) 曾经 来 自 下 列 的 
告诫 : “如 果 你 必须 证 明 一 个 定理 ， 不 要 仓促 行动 。 首先 应 完全 了 解 定理 讲 的 
什么 , 设法 看 清楚 它 是 什么 意 泽 。 然后 检验 定理 ; 它 是 否 有 错误 。 检验 它 的 结 
果 ， 为 了 使 你 认 清 它 的 正确 外 ,用 尽 可 能 多 的 特例 加 以 验证 ， 当 …” 
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十 x 一 4 十 6x 一 42 十 得 
十 5 一 5x8 十 10x7 一 10x2 十 ……。 
十 #5 一 6x27 十 1522 一 …。 
十 x bE 7xs 十 Ss 
Ee 
1 二 Tr 一 2 一 x 十 磋 十 好 oo 
这 个 结果 很 值得 注意 . 任 一 不 等 于 零 的 系数 都 是 1 或 一 1， 相继 
出 现 的 各 系数 似乎 也 有 一 定 的 规律 ,如 果 多 算出 几 项 ,这 种 规律 就 
可 以 看 得 更 清楚 : 
于 
l—z+tr 
+ 十 x 一 .…。 
看 出 有 周期 性 ! 各 系数 按 周 期 循环 出 现 ,周期 数 为 6: 
1, 1,0, 一 1, —1,0|1, 1,0, —1, 一 1，0|1，1，…。 
我 们 自然 会 设想 这 周期 性 能 扩展 到 观察 所 及 的 范围 之 外 . 但 
是 这 只 是 归纳 的 结论 ,或 者 说 仅仅 是 一 种 推测 ,自然 不 能 轻信 .不 
过 这 是 根据 事实 得 出 的 推测 , 所 以 值得 认真 的 检验 。 所 谓 检验 的 
方法 之 一 ,是 把 这 猜想 写成 另 一 种 形式 


I ol a te 
—*+* 


中 六 
按 此 刻 的 情形 ,右边 可 看 作 是 两 个 几何 级 数 ,它们 都 有 同样 的 公 比 
一 妇 , 我 们 可 以 把 它们 加 起 来 ,所 以 这 猜想 归结 为 : 


1—x+x 1 二 1 十 旭 1+2 
上 式 显 然 成 立 。 所 以 我 们 证 明了 这 一 猜想 ， 
这 个 例子 虽然 简单 , 但 是 在 许多 方面 却 具 有 代表 性 。 如 果 我 
们 要 展开 一 个 函数 , 常常 很 容易 求 出 头 几 项 系数 。 然后 看 看 这 些 
系数 ,我 们 应 当 设法 ( 像 这 里 一 样 ) 猜 想 系数 的 规律 ,在 猜 出 其 规律 
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之 后 , 像 这 里 一 样 ,然后 再 设法 证 明 它 。 先 提出 一 个 合理 的 清晰 的 
猜想 命题 ,然后 再 作出 证 明 , 这 样 做 可 能 是 大 为 有 利 的 . 

顺便 指出 ,从 这 个 例子 我 们 得 到 很 好 的 收益 , 它 导 出 了 二 项 式 
系数 之 间 的 一 个 令 人 神往 的 关系 式 . 

将 一 个 已 知 函 数 展 成 级 数 经 常 出 现在 不 同 的 数学 分 支 里 ， 指 
出 这 一 点 并 非 费 言 , 见 下 一 节 与 例题 以 及 第 六 章 的 注释 。 


5 2. 近似 式 ? 


设 有 半 轴 为 a 及 6。 的 椭圆 , 以 E 表 示 其 周 长 。 用 a 及 4。 来 表 
示 五 , 虽 没有 简单 的 表达 式 , 但 有 许多 近似 式 , 最 显然 的 也 许 是 下 
列 两 式 : 

P=x(a+t6), P’ ~ 2x(ab); 

P 及 P' 都 是 椭 莒 周 长 的 近似 值 , E 是 准确 值 。 当 a 一 5 时 椭圆 变 
为 圆 , P==P' = E. 

当 。 关 5b 时, P 和 PP 近似 E 的 程度 如 何 ? 是 P 还 是 P' 更 近 
似 些 ? 这 类 问题 在 应 用 数学 中 常常 磁 到 , 处 理 的 方法 也 有 一 种 公 
认 的 步骤 ， 人 ie (P—E)/E 展 成 茶 一 适 


“让 我 们 看 这 是 什么 意思 。 并 把 这 一 步 台 应 用 到 我 们 的 问题 上 

来 ， 首 先 应 该 选取 一 “适当 小 量 ”, 用 椭圆 的 离心 率 
去 (a’ iat B77) 
a 

来 试 ,我 们 取 “ 为 长 半 轴 “为 短 半 轴 。 当 “一 时 椭圆 变 成 贺 ， 
s 一 0。 椭圆 形状 与 莒 相近 时 ，s 是 小 的 。 因 此 ,让 我 们 把 相对 误 
差 按 s 展开 ,得 (步骤 从 略 ) 

P—E 1 PB 3 


一 一 一 e+ 十 ….， 
E 64 E 64 


1) 参看 普 纳 姆 《Putnam)，1949。 


.e850 


陋 式 都 只 取 第 一 项 ,更 高 项 6;, st, -， 路 去 。 故 当 椭 圆 与 莒 相近 
时 ,了 比 P' 更 接近 于 E(s 一 0 时 ,误差 比率 为 1:3) ,而 且 都 是 弱 近 
似 值 : 即 

E>P>P. 

对 于 很 小 的 s, 椭 贺 与 圆 相 近 时 ,所 有 这 些 是 适用 的 . 但 当 s 
并 不 太 小 时 ,结果 如 何 尚 不 知道 .事实 上 ,现在 我 们 只 知道 s 一 0 
时 的 极限 关系 。 然 而 关于 我 们 的 近似 误差 例如 e 一 0.5 或 8 一 0.1 
时 还 不 确切 知道 ,当然 ,在 实际 问题 中 我 们 所 需要 的 正 是 这 种 具体 
数据 . 

在 这 种 情况 下 ， 有 实践 经 验 的 人 总 是 用 具体 数值 去 试 他 们 的 
公式 ,我 们 可 以 仿效 他 们 ,但 是 我 们 首先 应 当 试 哪 种 情形 呢 ? 先 试 
8 一 0 及 一 工 这 两 种 极端 情形 . 当 s 一 0, 即 一“ 时 椭圆 变 
成 贺 , 然而, 这 种 情形 我 们 已 经 很 了 解 , 所 以 不 如 试 6 一 1， 当 
8 一 1I 即 5 一 0 时 ,椭圆 变 成 长 度 为 2e 的 直线 段 , 并 且 周 长 为 44， 
这 时 有 

五 一 4ay 尸 一 za 已 一 0 ( 当 e 二 1 时 )。 
值得 指出 的 是 ,对 两 个 极端 情形 (s 一 0,s 一 1), 都 有 E P>>P'， 
因此 要 间 这 些 不 等 式 是 否 一 般 地 成 立 ? 

对 于 第 二 个 不 等 式 来 说 ,问题 很 容易 回答 。 事实 上 , 当 e > 


时 ， 
P~x(a+6b)>2r(a)t~=P 
因 这 相当 于 
(a+ 26)’> 4ab 
或 


(a— 626)’>0. 
现在 集中 讨论 问题 的 另 一 部 份 , 即 互 >P 是 否 一 般 地 成 立 ? 自 
然 会 猜想 : 在 极端 情形 下 成 立 的 关系 ,在 中 间 情 形 下 《0 <。 一 
1) 也 成 立 .我 们 的 猜想 固然 没有 经 过 许多 观察 验证 , 但 它 是 由 类 
比 证 实 了 的 。 我 们 以 同样 的 口吻 并 基于 类 似 的 理由 , 对 所 提出 的 
类 似 问题 ,已 经 予以 肯定 的 回答 。 
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让 我 们 用 具体 的 数值 来 试验 一 种 情形 . 在。 接近 于 0 与 。 接 
近 于 1 相 比 之 下 , 我 们 对 前 者 知道 得 更 多 一 些 。 我 们 选取 一 个 更 
接近 于 1 的 8 的 简单 值 来 试 , 即 用 a 一 5, 6 一 3, & 一 了 的 数值 


来 试 。 对 于 这 样 的 我 们 找到 (利用 适当 的 表 ) 
E=2x xX 4.06275, P= 2x X 4.00000. 
不 等 式 E>>P 已 经 验证 了 。 这 数字 从 另 一 方面 证 实 了 我 们 的 狂 
想 , 由 于 来 源 不 同 ,所 以 增加 了 重要 性 。 假 定 我 们 还 注意 到 
(P—E)/E=—0.0155, 一 84W64 一 一 0.0064. 
这 个 相对 误差 大 约 为 1.5%, 它 比 展开 式 的 首 项 大 得 相当 多 , 不 过 
符号 一 样 。 因 为 s 一 了 一 0.8 也 不 算 太 小 ， 我 们 的 意见 还 是 整 


个 大 体 一 致 并 且 在 增加 我 们 对 猜想 的 信心 方面 是 有 帮助 的 . 

近似 公式 在 应 用 数学 中 起 着 重要 的 作用 .在 实践 中 我 们 常常 
采取 本 节 的 作法 来 判断 这 样 的 一 个 公式 是 否 精确 ， 我 们 计算 相对 
误差 的 展开 式 的 头 一 项 ， 并 且 补 充 上 用 具体 数值 检验 所 得 的 信息 
及 类 比 考虑 , 等 等 , 简 而 言 之 ,是 通过 归纳 推理 而 并 非 通过 论证 推 
理 来 实现 的 。 


5 3. 极限 


为 了 了 解 归 纳 推理 在 别 的 领域 中 的 应 用 ， 我 们 来 考虑 下 面 的 
问题 2. 
设 a， ao。 ……，o， … 是 任意 下 数 序列 ,求证 
lim sup( 2+ et) 之 e. 
aa an 


这 个 问题 需要 些 初步 知识 ,特别 是 要 熟悉 “lim sup” 概 念 或 者 

“不 确定 的 上 极限 "概念 ?>， 然 而 即使 你 完全 熟悉 这 个 概念 ,你 要 寻 

求 一 个 证 明 也 许 还 会 遇 到 某 些 困难 . 任何 一 个 大 学 生 若 能 在 几 小 
1) 见 普 纳 姆 ,1948- 


2) 例如 , 见 G. 五. 哈代 < 纯粹 数学 > 6G。 H. Hardy, Pure Mathematics)s 第 82 
节 ， 
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时 内 自行 证 出 ,就 值得 称赞 . 
如 果 你 自己 对 这 一 个 问题 亲自 进行 一 些 奋斗 ， 你 将 易于 接受 
下 一 节 所 叙述 的 论证 电路 。 


$4. 设法 推翻 它 


我 们 先 问 几 个 普通 的 问题 。 

有 哪些 题 设 ”只 有 a。 > 0, 没 有 别 的 . 

要 什么 结论 ? 在 这 个 不 等 式 中 。 在 右边 ,而 复杂 的 极限 在 左 
边 ， 

你 知道 不 知道 与 此 有 关 的 定理 ? 不 知道, 这 同 我 已 经 知道 的 
定理 很 不 一 样 . 

定理 是 否 可 能 志 部 ?或 者 定 球 不 成 立 的 可 能 狂 是 否 更 大 毕 ? 
当然 不成立 可 能 性 更 大 些 , 从 这 样 泛泛 的 条 件 a > 0 就 得 出 这 
样 明确 的 不 等 式 ,实在 不 能 令 人 相信 . 

要 你 做 的 是 什么 ”证 明定 理 或 者 推翻 它 , 我 很 想 推翻 它 。 

你 想 用 什么 特例 来 检验 这 个 定理 吗 ? 是 的 ,我 就 想 这 么 做 ， 

[为 了 简化 公式 ,我 们 令 


(2+ er) 一 8 ， 


Un 
且 用 bo 一 和 来 表示 lim b, 一 5.] 
用 a 一 1 (rn 一 1,2,…….) 来 检验 , 则 
a 
4 一 人 (2 十 !) 一 2 oo。 
在 这 种 情形 下 ,定理 的 结论 得 到 证 实 . 
但 也 可 设 41 一 0, 4s 一 1 (2 一 2，3,4，…)。 这 时 
(ss 
2 ~-(2++) 一 1 一 1 一 <. 
这 样 一 来 定理 被 推翻 了 ! 但 且慢 , 定理 中 的 条 件 许可 有 a1 一 


0.00001, 但 不 许 有 a 一 0. 多 么 可 惜 ! 
让 我 们 再 试 一 下 。 设 a 一 #, 则 
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又 证 实 了 定理 . 
现 设 “一 好 ， 则 
Lt+(x+t 17Y 2 2 二 TY ,, 
2 一 人 ( ) -=(1+2 也 ) Ee 
又 证 实 了 定理 , 而 且 又 是 e*?， 那 么 右边 是 不 是 应 该 是 ?而 不 是 < 
呢 ? 如 果 那 样 , 岂 不 改进 了 定理 
让 我 引入 一 个 参量 ,比方 说 ,我 取 mw 一 <， 以 便 将 来 可 以 处 理 


c; 但 设 an 二 n(n 一 2,3,4,-…) 则 


1 
因 “一 4 > 0, 所 以 这 总 比 e 大， 但 < 可 为 任意 小 的 数 , 故 可 把 
ce" 弄 得 尽量 接近 于 ce， 总 之 ,我 不 能 推翻 这 定理 ,但 也 不 能 证 明 
它 ， 
再 试 一 下 , 取 a, 一 nf。 这 时 [ 略 去 一 些 计算 步骤 ] 
co, 当 0 一 c 天 1 时， 
EA 
ce ， 当 < 一 1 时 ， 
极限 仍 是 任意 接近 。 且 总 大 于 <。 似 不 可 能 使 这 极限 变 得 比 “ 还 
小 。 看 来 得 改变 方针 了 。 


$ 5, 设法 证 明 它 


看 来 这 些 事实 斋 为 有 力 地 说 明 我 们 应 该 改变 方针 转 而 证 明定 
理 。 否定 它 的 希望 既然 显得 暗淡 , 那么 证 明 它 成 立 的 希望 相对 地 
就 显得 光明 了 . 

所 以 现在 只 有 重新 再 考察 这 一 定理 ,考察 它 说 的 什么 ,有 什么 
候 设 ,有 什么 结论 ,包含 什么 概 全 等 等 

条 件 还 能 厌 进 唱 ? 不 , 不 可 能 ， 若 许可 a 一 0， 结论 就 不 成 
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立 ,定理 变 成 假 的 了 (wa 一 0， @ 一 4 一 44 一 … 一 29; 
你 能 不 能 使 结论 更 明确 些 ? 不 能 把 。 换 成 一 个 更 大 的 数 , 否 


CE OO 


你 有 没有 把 间 题 里 的 所 有 主要 概念 都 考虑 过 ? 不 ， 我 没有 。 


CO 


lm op 是 什么 2 Ch n>00 时 的 上 极限 . 

“ 是 什么 ? 。 可 用 不 同 的 方式 来 定义 .但 最 为 大 家 所 熟悉 的 是 
e 一 lim 人 和 i). 

i : ps 


ee 


是 什么 ? (前 富 了 癌 这 个 ) 哑 , 对 了 ， 结论 是 
bmp (te) > (+) 

也 就 是 

由 p | 二 so | >1. 


er (n+ 1)a, 
这 个 形式 看 来 好 得 多 ! 


试 试看 。 考察 结论 的 反面 ,写成 
(2) lim sup [ n(as > dn+1) | tl 


Us 
我 在 式 子 前 面 放 个 问号 ， 因 为 它 正 是 存疑 之 处 。 称 此 为 (?) 
式 .(?) 式 表明 什么 ” 它 显然 是 说 ,存在 一 个 W ,使 对 所 有 的 = 之 和 


都 有 
人 


从 而 对 所 有 的 = 之 YX 有 
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nmt aan) 一] 
(n+ 1)a, 


从 而 还 有 ……。 让 我 们 再 试 把 它 写成 别 的 形式 . 对 了 , 还 可 把 它 
写 得 更 简洁 些 . 由 (?) 式 对 所 有 * 之 和 的 x 有 


A 


下 
好 十 工 z+1 n 


或 
tl 一 -2 一 一 -和 
n++l1 Ed 天 十 工 
再 一 一 写 出 类 似 式 子 , 有 
ln LL 一 一 2 ， 
n 着 =: 二 n 
An-l ln a 
nl 7—2 7—1” 
一 ZN+1 二 ee 
N+1 NN N 
故 有 
和 < 入 + ee 
7 N N+1 N+2 


A 
一 < 一 aa 人 (+ 二 二 二 + + 二 )， 
其 中 C 是 常数 , 它 对 于 一 切合 平 * 之 N 的 ”是 无 关 的 。 C 究竟 多 
大 无 关 重 要 ,但 事实 上 
cc 一 全 +a(+ 二 十 … 十 二). 
N 2 


但 有 可 以 任意 大 ,而 调和 级 数 是 发 散 的 ,所 以 应 右 


lim X ~ 一 oo. 
pr 


现在 ， 这 显然 同 所 设 条 件 se>0 (x 一 1,2,3,*……》 矛盾 .而 
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这 茅盾 又 是 从 (?) 式 未 步 尤 谋 地 推出 来 的 ,所 以 事实 上 出 现 矛 盾 的 
责任 在 (?) 式 ;(?) 式 同 所 设 条件 不 能 并 立 ;从 而 (?) 的 反面 成 立 , 定 
理 得 证 . 

5 6. 归纳 阶段 的 作用 

从 表面 回顾 一 下 前 面 的 解法 、 我 们 可 能 认为 解 题 的 第 一 阶段 
(在 $4 里 ), 即 归纳 阶段 的 解法 完全 没有 用 到 第 二 阶段 (在 $5 里 ), 即 
论证 阶段 上 去 ,但 事实 不 然 ,归纳 阶段 在 好 几 方 面 有 用 , 

第 一 ,考察 了 定 地 的 具体 特例 之 后 ,我 们 就 彻底 了 解 了 这 个 定 
理 ,懂得 了 它 的 全 部 含意 . 我们 认识 到 它 的 条 件 很 重要 , 它 的 结论 
很 明确 。 还 有 ,我 们 知道 必须 应 用 所 有 的 条 件 , 并 且 必 须 考 虑 到 常 
数 。 的 确切 数值 . 

第 二 , 用 好 几 个 特例 验证 了 定理 之 后 , 就 得 到 不 少 归纳 证 据 . 
归纳 阶段 的 结果 解除 了 我 们 起 初 对 定理 的 怀疑 ， 使 我 们 对 定理 有 
了 坚定 的 信心 。 没有 这 种 信心 , 就 不 会 有 勇气 去 作 这 种 不 寻常 的 
证 明 .“ 当 你 觉得 那个 定理 是 真实 的 , 那 你 再 去 证 明 它 .” 一 一 传统 
的 数学 教授 是 十 分 正确 的 . 

第 三 ,考察 的 特例 中 不 断 出 现 表 示 。 的 极限 式 子 ,这 一 点 使 我 
们 体会 到 改 述 定理 时 楼 引用 。 的 极限 式 子 ， 而 引用 极限 式 子 是 解 
决 问题 的 关键 一 步 ， 

总 之 , 在 论证 阶段 之 前 先 有 归纳 阶段 , 这 既 自然 而 又 合理 . 先 
猜想 ,而 后 证 明 . 


第 五 章 的 例题 和 注释 
1， 将 下 列 两 级 数 
(一半 一 1 十 于 了 十 对 十 


5 


工 3 
2 4 
a 
人 村 


3 
arcsinr 一 芝 十 工 三 站 
1 攻 


相 乘 ,你 找 着 了 展开 式 的 头 两 项 ; 
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y=(1 一 -iarcine 一 + 十 之 避 十 ee 


(a) 再 计算 几 项 并 且 试 猜想 一 般 项 。 
《b) 证 明 上 述 > 满足 微分 方程 
(Ty = -1s 
并 用 这 个 方程 证 明 你 的 猜想 . 
2. 将 下 列 两 个 级 数 


洗 一 1 十 卫 十 下 -, 
2 2.4 
(ia x i 二 
o 1 23 2.45 
相 乘 ,你 找 着 了 展开 式 的 头 两 项 : 


好 [= 1 
y™e? | c dt 一 zx 十 一 妇 十 …，。 
9 3 


(a) 再 计算 几 项 并 且 试 猜想 一 般 项 。 
(b) 如 果 你 的 猜想 是 正确 的 ， 这 就 暗示 上 述 的 7 满足 一 个 简 
单 的 微分 方程 。 通 过 建立 这 个 方程 ,证 明 你 的 猜想 ， 
3. 函数 方 程 
1 
为 宪 级 数 


1 ,> 
f(x) i 


A i b+ 
64 256 16384 


所 满足 。 检验 这 些 系数 , 如 果 和 需要, 请 再 导出 几 项 并 试 猜想 一 般 
项 。 
4. 函数 方程 


jz) 一 1 十 全 [f Cz) + 31 Cx) f(x) + 2f (#3)] 
为 震级 数 
jc) 一 1 十 xz 十 巡 十 2z3 十 4 如 十 -十 cot 十- 
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所 满足 。 它 断 言 z。 是 具有 同样 的 化 学 分 子 式 C。 Hxs: OH 但 结 
构 不 同 的 化 学 化 合 物 的 数目 (脂肪 , 酒精 ); 当 ”> 二 4 时 ,答案 是 正 
确 的 ， 有 a 一 4 酒精 CiHyOH; 它 
们 表示 在 图 5.1 中 ， 每 个 化 合 物 像 


一 棵 “ 树 ”, 每 个 C 像 一 个 小 圆 或 
“ 节 ”， 而 基 一 -OH 像 一 个 箭头 ; 
五 的 图 示 略 去 了 。 试验 别 的 ” 的 
值 . 


图 5.1 北 全 和 CH,OH 


四 oo 1, 0, —1, —1, 0 


随 # 一 0，1，2，3，4，5 (mod 6) 而 定 。 
6， 一 个 椭圆 绕 其 长 半 轴 或 短 半 轴 旋转 ,分 别 得 出 一 个 扁 长 的 
或 扁 的 顶 球 ， 
对 于 扁 长 椭 球 分 别 用 
E = 2xab[(1 一 e’)t + (arcsin e)/e], P=— 4r(a + 26°)/3 
表示 其 表面 面积 的 准确 值 和 近似 值 (a, 5, 和 s 的 意义 如 $2 所 述 )。 
求 : 
《a) 首 项 的 相对 误差 . 
(b) 在 2 一 0 时 的 相对 误差 。 
关于 相对 误差 的 符号 是 什么 ? 
7， 对 于 扁 的 椭 球 分 别 用 
1—e, 1+8 4z(242 + 
3e le |， “ 3 
表示 其 表面 面积 的 准确 值 和 近似 值 。 求 : 
(a》 首 项 的 相对 误差 . 
《b) 当 “ 一 0 时 的 相对 误差 。 
关于 相对 误差 的 符号 是 什么 ? 
8， 比 较 例 6 与 例 7, 你 能 否 提出 一 个 用 半 轴 a, 2 及 < 表示 的 
一 般 椭 球 表面 面积 的 近似 公式 ? 
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2 2zc: 定 


9. 【$2] 从 椭圆 的 参数 方程 
rxr—asinf 
y= bcost 
出 发 ,证 明 
E= 4 一 8? sin2t)}de 
_1TN sm 
2 
从 而 导出 在 $ 2 中 未 加 证 明 而 给 出 的 前 几 项 。 
10( 续 )， 利 用 8 的 寡 级 数 展开 式 , 证 明 
E>P ( 当 0<e<1I 时)。 
11. [$2] 确 定数 值 a, 以 便 表达 式 
P”"=aPpt+(l—ae)P 
对 于 小 的 6, 能 产生 E 的 最 佳 可 能 的 近似 值 ，[ 即 (P” 一 E)/E 的 
头 一 项 的 阶 应 当 尽 可 能 的 高 .] 
12( 续 )， 按 8$2 的 方法 (归纳 法 ) 来 研究 用 P” 作 为 近似 值 . 
13， 给 定 一 个 正 整 数 ? 和 一 正 数 数列 a1，a2， 63，*…*…*， a， 
…。 证 明 


Hi wiih (人 二 < > et. 
we EE 


14( 续 )， 指 出 一 个 数列 a ai, as，… 使 例 13 中 的 不 等 式 
取 成 等 号 。 

15. 解释 观察 到 的 规律 性 

在 物理 学 中 的 一 个 发 现 往往 是 用 两 个 步骤 来 达到 的 .首先 注 
意 观 察 数据 中 的 一 个 确定 的 规律 . 而 后 把 这 个 规律 解释 为 某 个 一 
般 法 则 的 一 个 结果 .两 个 步骤 可 以 由 不 同 的 人 来 作出 ,也 可 能 相隔 
一 段 很 长 的 时 间 。 一 个 显著 的 例子 是 .由 开 普 勒 观 察 到 的 行星 运 
动 规律 后 来 被 牛顿 发 现 的 万 有 引力 定律 加 以 解释 . 这 种 类 似 的 情 
形 也 常 发 生 在 数学 研究 中 ， 并 且 这 里 有 一 个 不 需要 很 多 初步 知识 
的 简洁 例子 ， 
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常见 的 四 位 常用 对 数 表 中 列 出 了 由 100 到 999 这 900 个 整数 
的 对 数 尾数 . 在 观察 之 前 , 我 们 常常 可 以 倾向 于 想像 : 在 表 中 的 10 
个 数字 0, 1,…，9 出 现 的 次 数 大 约 相同 。 但 事实 并 非 如 此 : 它 
们 与 尾数 的 首位 数 一 样 ,每 个 数 的 出 现 次 数 确实 不 同 . 数 一 下 具有 
相同 首位 数 的 尾数 的 数目 , 我 们 得 到 表 1 (请 检验 它 !) 
囊 I 在 四 位 对 数 中 具有 同样 首位 数 的 尾数 的 数目 


0 

1 

2 

3 

4 

5 82 
6 

7 

8 

» 


总 计 900 


检查 表 I 的 第 二 列 ,我 们 可 以 发 现 ,任何 相 邻 两 数 具有 几乎 相 
同 的 比率 . 这 一 事实 促使 我 们 来 计算 这 些 比率 到 若干 位 小 数 : 它 
们 列 在 表 1 中 的 最 后 一 列 . 

为 什么 这 些 比率 会 近似 相等 呢 ?在 观察 出 这 种 近似 的 规律 性 
之 后 , 设法 找 出 某 些 准确 的 规律 。 在 表 1 的 第 二 列 的 数 是 近似 于 
一 个 几何 数列 的 项 。 你 能 不 能 找 出 一 个 精确 的 几何 数列 的 项 与 这 
个 近似 的 几何 数列 的 项 有 简单 的 关系 呢 ? [精确 的 几何 数列 的 公 
比 也 许 是 表 工 中 最 后 一 列 中 所 给 出 的 那些 比率 的 某 种 平均 值 .] 

16， 把 观察 到 的 事实 进行 分 类 ， 一 个 生物 学 家 的 大 部 分 工作 
是 致力 于 描述 和 把 他 所 观察 到 的 事实 分 类 .这 样 的 工作 在 林 奈 (Lin- 
nacus) 之 后 的 相当 长 的 时 间 里 是 主要 的 , 那 时 生物 学 家 的 主要 活动 
是 描述 楂 物 和 动物 的 新 品种 和 类 属 ， 并 且 把 已 知 的 品种 和 类 属 重 
新 分 类 .生物 学 家 不 仅 对 植物 和 动物 加 以 描述 和 分 类 而且 也 描述 
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和 分 类 其 他 的 对 象 ,特别 是 矿物 ;晶体 分 类 是 根据 它 的 对 称 性 .一 
个 好 的 分 类 是 很 重要 的 ; 它 能 使 观察 到 的 干 差 万 别 化 为 较 少数 的 
具有 清晰 特征 而 且 妥 善 安排 的 类 型 。 数 学 家 没有 机 会 经 常 耽 迷 于 
描述 和 分 类 的 工作 ,不 过 有 时 也 可 能 碰 到 它 . 

假如 你 熟悉 一 个 简单 的 平面 几何 概念 (对 称 线 , 对 称 中 心 ) 你 
也 许 对 装饰 有 兴趣 . 


188¢8 人 
2 DJ Ses ee 
O0000 HH °« 


“A EE 
5 人 和 4 和 和 人生。 六 8。 
so000000 THEID + 
7AAAAAA WELLK + 


图 5.2 ”人 饰 带 的 对 称 性 


图 5.2 显示 出 14 条 装饰 带 ， 其 中 每 一 条 是 由 一 个 简单 的 图 形 沿 
一 条 (水平 ) 直线 周期 性 重复 而 产生 的 。 假定 我 叫 每 一 条 是 一 条 
“ 饰 带 "， 图 5.2 左边 的 每 条 饰 带 《 用 一 个 数目 字 作 记号 ) 和 右边 
的 每 一 条 饰 带 〈 用 一 个 字母 作 记号 ) 匹配 起 来 就 配 成 两 种 具有 
同样 的 对 称 形式 的 饰 带 .另外 ,调查 一 下 你 能 从 一 切 事物 中 或 者 从 
一 些 古 老 的 建筑 物 中 找到 的 装饰 带 并 把 其 中 每 一 种 与 图 5.2 中 的 
装饰 带 匹 配 起 来 ， 最 后 给 出 饰 带 可 能 具有 的 各 种 不 同 对 称 形式 的 
一 个 完全 的 表格 ,和 每 种 对 称 形式 的 一 个 应 有 尽 有 的 描述 。[ 考 虑 


07 。 


一 个 饰 带 在 两 个 方向 为 无 限 长 ， 并 且 基 本 图 形 周期 性 重复 无 限 多 
次 。 注意 术语 “对 称 形式 ”还 没有 正式 定义 : 为 了 得 出 这 个 术语 的 


一 个 恰当 的 解释 ,是 你 的 任务 的 重要 部 分 .] 


17， 在 图 5.3 中 找 出 两 个 具有 同样 对 称 形式 的 装饰 ， 每 一 个 


装饰 必须 想象 用 它 图 案 的 重复 能 履 盖 整个 平面 . 


和 os 
图 5.3 矶 纸 的 对 称 人 性- 
18， 差别 是 什么 ? 


26 个 英文 大 写字 母 ,被 分 成 下 列 五 组 : 
AM TUV WY 

B C D EK 

N sz 

H I O XxX 

FG TL Pr QR 


差别 是 什么 ? 对 于 呈现 出 的 分 类 有 什么 简单 根据 ? [考察 五 个 方 


程 : 


y= ry 二 


差别 是 什么 ? ] 
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第 六 章 更 一 般 性 的 陈述 


他 [ 欧 拉 ] 给 学 生 讲课 时 喜欢 寻 点 开心 ,让 学 生 感到 惊异 . 他 
认为 ， 如 果 单 是 做 出 了 给 科学 宝库 增加 财富 的 发 现 ， 而 不 能 坦率 
遇 述 那些 引导 他 做 出 发 现 的 思想 , 那么 他 就 没有 给 科学 做 出 足够 的 
工作 . 一 一 康 多 塞 (Condorcet) 


$ 1. 欧 拉 


在 我 熟悉 的 所 有 数学 家 的 著作 中 ， 欧 拉 的 著作 对 本 书 的 研究 
是 最 重要 的 。 他 是 数学 研究 中 善于 用 归纳 法 的 大 师 , 他 用 归纳 法 ， 
也 就 是 说 ,他 赁 观察 ,大 胆 猜测 和 巧妙 证 明 得 出 了 许多 重要 的 发 现 
(在 无 穷 级 数 ,数论 和 其 他 数学 分 支 中 )。 当 然 , 在 这 方面 欧 拉 不 是 
唯一 的 ， 其 他 大 大 小 小 的 数学 家 也 在 他 们 的 著作 中 广泛 地 使 用 了 
归纳 法 . 

然而 在 我 看 来 , 欧 拉 在 以 下 这 几 点 上 几乎 是 独特 的 : 他 总 是 
下 功夫 把 有 关 的 归纳 证 据 细 心地 ,详尽 地 、 有 条 理 地 写 出 来 ， 他 讲 
得 令 人 心悦诚服 ,但 只 是 如 实 反映 他 的 思想 ,就 像 一 个 真正 的 科学 
家 所 应 当做 的 那样 。 他 的 讲解 能 “坦率 表述 那些 使 他 引 向 发 现 的 
思想 ”而 又 有 一 种 特别 感人 的 魅力 。 自然 , 如同 任何 其 他 作者 一 
样 , 他 力求 影响 他 的 读者 ,但 作为 一 个 真正 好 的 作者 , 他 只 用 那些 
使 他 自己 获得 深刻 印象 的 事物 去 影响 他 的 读者 。 

在 下 一 节 我 们 来 看 一 篇 欧 拉 的 代表 作 。 所 选 这 篇 文章 只 需要 
很 少 的 某 些 初步 知识 就 可 以 阅读 ,而 这 篇 文章 完全 是 为 叙述 一 种 
归纳 论证 的 。 


$2. 欧 拉 的 研究 报告 
这 里 给 出 欧 拉 研 究 报告 的 全 部 译文 ， 为 了 使 现代 的 读者 容易 
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领会 它 ,我 们 仅 作 了 少许 非 本 质 的 改动 纺 . 

关于 整数 因子 和 的 一 个 非常 奇特 规律 的 发 现 。 

1. 数 学 家 们 迄今 不 能 发 现 素数 序列 的 规律 ， 并 且 我 们 有 一 切 
理由 相信 有 些 奥秘 是 人 类 永远 无 力 探索 的 。 为 了 使 自己 信服 , 你 
只 要 看 一 下 素数 表 , 有 人 不 厌 其 烦 地 把 素数 序列 算 到 几 十 万 之 外 ， 
但 是 却 看 不 出 有 什么 条 理 和 规律 ,更 惊人 的 是 用 算术 里 的 确定 规 
则 ,我 们 可 以 继续 往 下 算出 任意 多 素数 ,但 是 也 没有 发 现 一 点 条 理 
的 迹象 .我 自己 也 一 点 找 不 出 规律 ,整数 因子 和 这 个 序列 , 初 看 也 
像素 数 一 样 无 规律 ,甚至 从 某 种 意义 上 讲 , 这 序列 中 包含 了 素数 ， 
但 是 我 碰巧 发 现 这 序列 有 一 种 非常 奇特 的 规律 . 这 种 规律 我 们 在 
下 文中 就 要 解释 ,其 所 以 特别 值得 注意 ,是 因为 虽 未 经 严格 证 明 却 
亦 可 信以为真 ,我 先 提出 几乎 相当 于 严格 证 明 的 证 据 . 

2. 素数 与 众 不 同 之 处 ,在 于 只 有 1 与 其 本 身 是 因子 。 如 7 是 
素数 , 因 其 只 能 被 1 和 7 除 尽 . 其 余 任何 数 , 当 除 1 与 本 身 外 尚 有 
其 他 因子 的 数 叫 合 数 , 例 如, 15 除 1 与 15 外 尚 有 因子 3 及 5. 所 以 
一 般 说 来 ， 若 ? 是 素数 , 那 它 就 只 能 被 1 及 除 尽 ; 而 若是 合 
数 , 则 除 1 及 外 尚 有 其 他 因子 。 因 此 ,素数 的 因子 和 是 1 十 p， 
而 合 数 的 因子 和 则 大 于 1 + p。 因 我 们 将 要 研究 各 种 数 的 因子 
和 , 故 以 2 符号 oln) 表 数 7 的 因子 和 .例如 c(12) 一 1 十 2 十 3 
十 4 十 6 十 12 一 28。 间 样 有 c(60) 一 16!，c(100) 一 217。 但 
是 , 1 只 能 被 本 身 除 尽 , 故 o(1) = 1， 又 因 0 能 被 所 有 的 数 除 尽 ， 
故 a(0) 理应 为 。( 但 以 后 依 不 同情 况 给 o(0) 指定 不 同 的 有 限 
数 ,而 这 样 做 的 结果 很 有 用 .) 

3. 定义 了 符号 c(z) 的 意义 之 后 , 若 ? 是 素数 , 则 olp)=1+ 
P。 而 ok1) 一 1( 不 是 1+1); 由 此 可 知 1 不 能 算 作 素数 , 它 是 数 的 
开头 , 既 非 素数 , 亦 非 合 数 ,车 7 是 合 数 , 则 c(z) > 工 十 m。 

1) 原著 候 法 文 : 见 欧 拉 全 集 (Euler's Opera Ominia), 第 1 辑 , 第 2 着, 241~ 253 

页 .这 种 改动 就 在 于 一 个 不 同 的 符号 (部 注 2), 一 个 表 的 不 同 排列 (在 下 页 脚注 


中 说 明 )， 稍 微 变 化 有 影响 的 一 小 部 分 公式 ， 以 及 减少 一 个 前 后 重复 的 第 13 个 
论点 ?读者 可 以 查阅 容易 买 到 的 原文 


2) 欧 近 最 先 引 入 的 因子 和 的 符号 是 |j”? 而 不 是 本 书 上 的 cm)。 
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当 # 为 合 数 时 , 可 由 其 因子 求 得 c(*)。 若 ,6 <, 2， …' 是 
不 同 的 素数 , 则 易 看 出 
olab)=1+atb+ab= (lt+a)(l+6) =o(a)o(b), 
oa(abe) = (1+a)(l+6) (+ ce)=o(a) ob) oc) 
alabcd) = ola) olb) ale) ala), 
如 此 等 等 。 对 素数 多 次 乘 方 , 需 有 特别 法 则 ,如 


Es 
oe) —1+a+e= el, 
ns | 
1 
过 过 过 
一 般 地 ,有 
ntl 
均 (5 三 全 一 小 
2 一 上 


利用 以 上 关系 ,可 得 任 一 合 数 的 因子 和 ,如 
ola%b) = ola’) olb), 
ca) = oa) ob’), 
o(ab'c) = oa) olb') ol e), 
一 般 有 ， 
age be er ds et) = oa®) obs) oler) od’) ole’), 
例如 ,为 求 a(360), 因 360 一 23. 33. 5, 故 有 
a(360) 一 ao(23) o(3?)o(5) 一 15.13.6 一 1170. 

4. 为 了 显示 出 因子 和 序列 ,我 们 列 出 从 1 到 99 各 数 的 因子 和 
序列 如 下 面 的 表 ? 

若 仅 粗略 地 来 考察 这 个 序列 ,我 们 几乎 会 感到 失望 ,我 们 不 能 
指望 发 现 有 什么 规律 。 这 同 素数 的 不 规则 性 密切 相关 , 以 致使 我 
们 觉得 除非 发 现 素 数 规律 , 否则 不 可 能 发 现 这 序列 的 规律 。 甚至 
也 许 以 为 这 序列 比 素数 序列 还 要 奥妙 些 . 

5. 尽管 如 此 , 我 却 发 现 了 这 序列 有 完全 确定 的 规律 , 甚至 可 


1) 行 标 60 局 烈 标 ?的 交点 的 数 即 68 是 0(67). 若是 素数 * 则 0(p》 用 重 写 . 
这 个 表 的 排 记 法 比 床 文 的 排列 法 稍 简明 些 . 
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以 说 是 一 种 递 推 序列 。 递 推 序列 的 数学 意义 是 : 其 每 项 可 按 一 定 
法 则 从 前 面 各 项 求 出 。 事实 上 , 若 设 olw) 是 这 个 序列 中 的 某 项 ， 
而 on 一 1), on 2), on CO—3), on —4),o(n 一 5)， 等 
等 是 其 前 面 各 项 , 则 有 下 列 公式 : 
oan) =on—1)+oln—2)—o(n—5)—o(n— 7) 
+oln— 12)+o(n— 15)— oa(n— 22)— on— 26) 
+oln— 35)+o(n — 40)—o(n— 51)—o(n— 57) 
+oaln— 70)+o(n 一 77) 一 c(n 一 92) — on 一 100) 
十 “oo 
对 这 个 公式 需要 说 明 如 下 几 点 : 
I. 每 两 个 加 号 之 后 有 两 个 减 号 . 
II. 要 从 # 减 去 的 1,2,5,7, 12, 15,… 诸 数 , 若 取 其 差 , 则 
易 见 其 规律 : 
数 1,2,5,7,12,15,22,26,35,40,51,57,70,77,92,100,.… 
差 1,3,2, 5, 3, 7, 4, 9, 5, 11,6,13, 7, 15, 8, -… 
事实 上 , 在 这 差 的 序列 里 根据 交替 出 现 的 全 部 整数 1, 2, 3, 4, 5， 
6，… 与 奇数 3,5, 7, 9, 11,…, 可 把 这 个 序列 往 下 写 得 任意 长 . 
TH. 这 序列 虽然 无 穷 , 但 每 次 只 取 到 o( ”) 中 的 数 大 于 零 为 
止 ,不 取 o( ) 中 的 数 为 负数 . 
IV. 若 公 式 中 出 现 o《0), 则 因 ol0) 不 定 ,应 以 # 代 ol0)。 
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6。 作 了 这 些 说 明之 后 ,就 不 难 把 公式 应 用 到 任何 给 定 的 特殊 
情形 , 从 而 谁 都 可 以 随便 用 多 少 例子 来 说 明 它 的 正确 性 我 必须 
承认 ,虽然 我 还 不 能 给 出 一 个 严格 的 证 明 ,但 我 将 用 足够 多 的 例子 


来 说 明 它 是 正确 的 . 

0(1)=000) 一 1 = 

0(2)=001)+0(0) 一 1 十 2 一 3 

0(3)=002)+0(1) 一 3 十 1 一 4 

o(4)=0(3)+0(2) 一 4 十 3 一 7 

o(5)=a(4)+a(G3) 一 0C0) =7+4—5 一 6 

(6)=0(5)+0(4)—0(1) =6+7—1 一 12 
0(7)=0(6) +0(5)—0(2)—0(0) 一 12 十 6 一 3 一 7 一 8 

0(8)=0(7)+0(6)—a(3)—0(1) =8+12—4—1 一 15 
0(9)=0(8)+0(7)—0(4)—0C2) 一 15 十 8 一 7 一 3 一 13 
o(10)=0(9)+0(8)—0(5)—0(3) 一 13 十 15 一 6 一 4 一 12 
ol(l1)=0(10)+0(9)—0(6)—0(4) =18+13—12—7 一 12 
0(12)=0011)+0(010)~0(7)—0(5)+0(0) =12+18~8—6+12 =28 
0(13)=0012)+0(11)—0(8)~0(6) +0(1) =28+12—15—12+1 =14 
0(14)=0(13)+0(12)~0(9)—0(7)+0(2) 一 14 十 28 一 13 一 8 十 3 一 24 


OK15) 一 0(14)+a(13) 一 0(10) 一 0(8) 十 0(3) 十 CC0) 一 24 十 14 一 18 一 15 十 4 十 15 一 24 
0C16) 一 0(15)+a(14) 一 aoCL1) 一 0(9) 二 ao(4) 十 CC1) 一 24 十 24 一 12 一 13 十 7 十 1 一 31 
0(17)=0(16)+o(15)~—0(12)—0(10)+0(5)+0C2)=31+24—28—18+6+3 一 18 
0(18)=0017)+0016)~0(13)—0(11)+0(6)+0(3)=18+31~14—12+12+4=39 
og(19)=0(18)+0(17)~o(14)~o(12)+0(6) +0(4)=39+18—24—28+8+7 一 20 
0(20)=0(19) +0(18)~005)—o(13)+0(8)+0(5)=20+39—24—14+15+6 二 42 

我 想 这 些 例 子 已 经 足以 打消 任何 人 认为 上 述 规律 的 正确 性 不 
过 是 偶然 巧合 的 想法 ， 

7， 然而 仍然 会 有 人 怀疑 : 从 # 减 去 的 1,2,5,7, 12, 15,*… 
等 数 是 否 恰 好 就 是 我 所 指出 的 那个 规律 呢 ? 因为 这 些 例子 仅 包含 
这 些 数 的 前 六 个 。 所 以 , 这 个 规律 仍然 有 可 能 不 一 定 成 立 , 为 此 ， 
我 再 举 出 几 个 较 大 的 数 为 例 。 

I 给 出 数 101, 求 它 的 因子 和 .有 

oa(101) 一 c(100) + o(99) 一 ac(96) — ol94) 
十 oC(89) 十 a(86) 一 5(79) 一 ol(75) 
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十 oa(66) 十 ac(61) 一 c(50) 一 5(44》 
二 co(31) 二 co(24) 一 c(9) —o(1) 
一 217 十 156 一 252 一 144 
十 90 十 132 一 80 一 124 
十 144 十 62 一 93 一 84 
士 32 士 60 一 1 一 1 
一 893 一 791 
一 102, 
从 而 我 们 可 以 断定 101 是 素数 ， 即 使 我 们 以 前 并 不 知道 它 是 
素数 ， 
I. 给 出 数 301, 求 它 的 因子 和 ,有 
差 1 3 2 5 
ao(301) = o(300) + o(299) 一 o(296) 一 c(294) 十 
3 7 4 9 
十 o(289) +o(286) 一 o(279) 一 o(275) 十 
5 11 6 13 
十 o(266) 十 o(261) 一 ao(250) 一 o(244) 十 
7 15 8 17 
十 o(231) 二 o(224) 一 a(209) 一 c(201) 十 
9 19 10 21 
十 c(184) 十 o(175) 一 o(156) - c(146) 十 
11 23 12 25 
十 o(125) 十 ol(114) 一 o (91) 一 o (79) 十 
13 27 14 
+o(54) +o(41)— oa (14)— ol0). 
从 这 个 例子 , 我 们 看 出 , 在 每 一 种 情形 下 怎样 利用 差 , 从 而 根据 我 
们 的 需要 能 够 继续 写 出 公式 。 经 过 计算 ,我们 求 得 ; 
o(301) 一 4939 一 4587 = 352。 
由 此 看 出 301 不 是 素数 ,事实 上 
301 = 7. 43, 
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从 而 我 们 可 得 
o(301) 一 ao(7)c(43) 一 8X44 一 352， 
就 像 规律 所 指出 的 那样 。 

8. 上 面 给 出 的 例子 ,无 疑 会 消除 对 于 我 的 公式 的 正确 性 的 怀 
疑 现在 ,由 于 我 们 不 能 发 觉 这 个 公式 的 结构 与 那些 因子 (它们 的 
和 是 这 里 的 研究 对 象 ) 的 性 质 之 间 有 任何 关系 ,这 些 数 的 漂亮 的 性 
质 就 更 加 使 人 惊异 . 数列 1, 2, 5,7,12,，15,… 同 因子 和 看 不 出 什 
么 关系 ,而且 ,由 于 这 些 数 的 规律 是 “间隔 的 "并且 是 两 个 有 规则 数 
列 1，5,12,22, 35, 51, … 同 2,7, 15, 26, 40, 57,… 的 混合 物 ， 
真 想不到 分 析 里 会 出 现 这 种 不 规则 的 东西 。 缺 乏 证 明 必然 使 我 们 
更 加 吃惊 ,因为 如 果 没 有 某 种 可 靠 的 方法 引导 来 代替 一 个 严格 的 
证 明 , 要 发 现 上 述 的 性 质 ,似乎 是 完全 不 可 能 的 .我 承认 自己 发 现 
它 不 是 偶然 的 ， 而 是 别 的 一 个 命题 打开 了 通 向 这 个 漂亮 性 质 的 思 
路 一 一 这 另 一 个 命题 也 具有 同样 的 性 质 ， 即 我 们 必须 承认 它 是 正 
确 的 ,虽然 我 还 没 法 证 明 .并 且 虽 然 无 穷 小 分 析 似 乎 不 适用 于 我 们 
所 考虑 的 整数 性 质 ， 然 而 ， 我 还 是 通过 微分 法 和 别 的 方法 得 出 了 
这 个 结果 ， 我 希望 有 人 会 找到 一 个 比较 简略 和 自然 的 方法 ,而 我 
所 曾经 考虑 过 的 思路 也 许 对 此 能 有 所 帮助 . 

9， 为 了 考察 数 的 划分 ,很 久 以 前 ,我 考察 过 无 穷 乘积 

(1—z) (or) (rt) (1 —x) (1 — x*) 
X (1—2z)(—x) (lo) 
为 了 想 知道 它 会 产生 什么 样 的 级 数 ,我 实际 乘 出 了 好 些 项 因子 ,得 
工 一 x 一 和 十 季 十 和 一 锐 一 妇 十 唐 十 缮 一 拓 一 各 十 
这 里 * 的 寡 指 数 同 上 面 公式 中 的 数列 一 样 ， 而 且 正 号 十 和 负 号 一 
也 是 两 两 交错 出 现 的 .这 只 要 做 乘法 ,而且 乘 出 足够 多 的 因子 , 直 
到 能 信服 这 个 级 数 的 正确 性 为 止 。 然而 , 至 今 除 了 一 个 长 的 归纳 
过 程 外 ， 使 我 无 论 如 何 还 不 能 怀疑 这 些 项 的 结构 和 它们 的 守 指 数 
形成 的 规律 ,我 还 没有 别 的 证 据 ， 长 期 以 来 ,我 一 直 在 探索 级 数 与 
上 述 无 穷 乘积 (1 一 x)(1 一 2)(1 一 x”)… 之 间 等 式 的 严格 证 明 ， 
但 始终 是 白费 力气 。 而 且 我 普 经 把 同样 的 问题 提 给 我 的 某 些 在 这 
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方面 有 才能 的 朋友 ,他 们 都 同 我 一 样 ,认为 上 面 把 一 个 乘积 转化 为 
级 数 的 做 法 是 正确 的 ,但 是 都 没有 能 够 找 出 证 明 的 任何 线索 ， 这 
样 ,我 们 将 有 一 个 确 知 的 然而 尚未 证 明 的 事实 , 即 如 果 我 们 令 
s(x) — re — #2) x) ox) — x) 

那么 这 个 量 :也 可 表 为 

$1 一 x 一 X 十 区 十 #7 一 x 一 x 人 5 十 x 了 十 x 一 xX 一 x 多 十 
我 想 每 一 个 人 都 能 够 相信 这 个 公式 是 正确 的 ， 只 要 他 尽量 运用 秉 
法 即 可 : 这 个 规律 比方 说 对 于 20 项 是 成 立 的 ,那么 它 在 其 后 各 项 
不 成 立 看 来 是 不 可 能 的 . 

10. 于 是 我 们 就 这 样 发 现 了 这 两 个 无 穷 表达 式 是 相等 的 ， 即 
使 还 未 能 证 明 它 们 相等 ， 因 此 所 有 从 这 个 等 式 得 出 的 结论 也 将 有 
相同 的 性 质 ,假如 这 些 结论 中 的 一 个 可 以 被 证 明 , 则 我 们 就 能 够 反 
过 来 得 到 证 明 这 个 等 式 的 一 个 线索 。 由 于 我 有 了 这 种 想法 , 我 就 
用 很 多 不 同 的 方式 来 处 理 这 两 个 表达 式 ， 这样， 除了 其 他 发 现 之 
外 ,我 就 得 到 了 上 述 结论 , 而 这 结论 的 正确 性 , 也 同 那 两 个 无 穷 式 
相等 的 正确 性 一 样 。 我 的 做 法 是 这 样 的 ， 设 两 个 表达 式 
I. sl—x)(l—zx) (1—x) (1 — x (1— x*) 

X (1 一 x5)(1 — x ).…., 
I $= 1—x—x? 二 x 十 #7 一 x 一 +5 十 x 十 x 一 x 一 x 和 十。 
相等 , 先 取 第 一 式 的 对 数 ,以 去 掉 乘 积 : 
logs = log(l — x)+ log(l— x’)+ log (1— x’) 
十 log(1 一 x) 十 …。 


再 微分 之 ,以 去 掉 对 数 ,得 等 式 
i 2 3 Sx 
5s dx l—x 1—2 1 一 1—x 1 一 区 2? 
或 
四 x 2z2 3x3 4z4 
$s dx 1 =—R 和 Eee 
Sas 
+ + 
1 一 六 
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再 从 第 二 式 求 一 革 和 < ,得 


x ds x 十 2xr 5x5—7x7 十 12x2 十 15x5 一 22x2 一 26x% 十 :…。 


5s dx 1 一 x 一 x 十 x 十 x7 一 x 一 x5 十 x 十 XS 一 ，* 
11. 现 设 
A 
5 dx 


则 以 上 得 出 表示 + 的 不 同 二 式 . 把 第 一 式 各 项 展 成 几何 级 数 , 得 
fx 十 六 十 好 十 十 好 十 十 和 十 碟 十 
十 2 和 + 2x + 2x 二 22 十， 
十 3 十 3x 十 … 
士 4 十 40 十。 


+77 十 …。 
二 8s 十 
这 里 容易 看 出 : “的 每 个 乘 宪 ， 看 其 霖 逢 有 多 少 因子 就 出 现 现 多 少 
项 , 而 且 每 个 因子 都 作为 * 同 宕 项 的 一 个 系数 出 现 . 故 若 合并 各 
同 寡 项 , 则 知 其 系数 是 寡 指 数 ” 的 因子 和 oln), 所 以 有 
4 一 0(l)z + oC2)r + o(3)x + o(4)x + og(5)r + .…: 
级 数 的 规律 是 清楚 的 。 虽 然 看 来 在 决定 系数 的 过 程 中 涉及 到 归纳 
过 程 ,我 们 很 容易 相信 这 个 规律 是 必然 的 结果 . 
12， 由 于 上 的 定义 , 款 10 的 第 二 式 可 写 为 
XI1 一 z 一 妇 十 好 十 如 一 得 一 妈 土 委 十 碚 一 
一 xz 一 2 妇 十 525 十 7 一 12x2 一 15x5 十 22xz2 十 26xx% 一 -一 0， 
再 把 款 11 中 末 式 代入 上 式 中 的 1, 得 
0 一 c(L)xz 二 (2)z 十 rc(3)xzs 二 a(4)z4 二 (5)z5-+o(6)xzc 十 … 
一 zx 一 5c(1)z 一 rc(2)x 一 rc(3)xz4 一 ac(4)xz5 一 o(5)xc 一 …。 
—2x—o( Dea(2)x—a(3)x5—o(4)x—... 
十 5xz5-a(1)x5 十 … 
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合并 各 同 第 项 ,得 * 各 乘客 项 的 系数 。 这 系数 是 由 几 项 组 成 的 ,其 
形成 规律 如 下 :先是 宕 指数 的 因子 和 ,然后 是 该 紧 指 数 ” 相继 减 
去 1,2,5,7, 12, 15, 22, 26,… 各 数 的 因子 和 ;最 后 , 若 (> 一 1)， 
(2 一 2),… 等 数 中 出 现 0, 则 以 # 代 olw)。 至 于 各 oCn),oln 一 
1) 的 符号 规则 ,前 已 说 过 ,不 必 重 复 了 。 故 一 般 得 x" 的 系数 为 

oln)— oln—1)—oln—2)+on—5)+o(r— 7) 

—o(n—12)—o(n— 15) 十 … 

这 里 a( ) 中 的 数 遇 到 负数 便 告 中 止 ,而 若 出 现 c(0) , 则 以 ” 代 之 。 

13. 因为 款 12 中 无 穷 级 数 之 和 为 0, 所 以 不 管 * 值 是 什么 数 ， 
x 各 乘 寡 项 系数 亦 为 零 , 从 而 得 款 5 中 所 说 明 的 规律 , 即 得 因子 和 
序列 中 各 项 的 递 推 法 则 。 从 上 所 述 , 可 以 看 出 何以 正 负 号 重复 交 
错 出 现 ,何以 出 现 数 列 

1,2,5, 7, 12, 15, 22, 26, 35, 40, 51, 57, 70，77，…， 
特别 可 以 看 出 ,为 什么 我 们 能 用 数 ” 本 身 代替 ol(n), 这 就 是 我 这 个 
规律 的 一 个 最 奇怪 的 特点 ,这 个 道理 虽然 远 非 一 个 完美 的 证 明 , 但 
是 肯定 会 解除 对 于 我 在 此 解释 的 最 奇特 规律 的 某 些 怀疑 。 


$ 3， 从 实践 到 抽象 的 一 般 观点 


上 述 欧 拉 的 原文 极 富有 启发 性 ， 我 们 从 中 可 以 学 到 很 多 关于 
数学 ,发 明 心 理学 ,归纳 推理 的 东西 。 在 这 一 章 结尾 的 一 些 例子 和 
注释 中 ,将 使 我 们 有 机 会 研究 欧 拉 的 某 些 数学 思想 ,不 过 现在 我 们 
希望 集中 研究 他 的 归纳 论证 。 

这 个 被 欧 拉 所 研究 的 定理 在 好 几 方 面 很 值得 注意 ， 甚 至 在 今 
天 仍 具 有 很 大 的 数学 趣味 。 然而 , 我 们 在 这 里 所 要 关心 的 倒 不 是 
这 个 定理 的 数学 内 容 ， 而 关心 的 是 什么 原因 使 得 欧 拉 在 这 个 定理 
未 被 证 明之 时 , 他 仍然 相信 这 个 定理 。 为 了 较 好 地 了 解 这 些 原因 
的 本 质 ,我 们 将 忽视 欧 拉 研究 报告 的 数学 内 容 , 只 给 出 一 个 它 的 概 
要 ， 而 着 重 强调 归纳 论证 的 某 些 一 般 方 面 . 

因为 我 们 将 不 强调 必须 讨论 的 各 定理 的 数学 内 容 …。 为 了 方 
便 , 我 们 用 一 些 字母 来 代替 它们 , 如 TT,， 7*, Ci, Cs, ……; CY， 
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C#，-.…。 读 者 可 以 完全 不 顾 这 些 字母 的 意义 ,如 果 有 人 想 要 在 欧 
拉 原 文中 识别 它们 , 可 以 此 作 线 索 。 
并 指定 理 
(2 
一 1 一 xx 一 好 十 好 十 妇 一 所 一 05 十 
数 1,2,5,7, 12, 15,… 的 规律 已 在 $ 2 款 5 之 本 中 作 了 说 明 . 
Cs 是 指 前 述 方程 等 号 两 边 x" 项 的 系数 相等 。 例 如 Ce 是 指 
左边 乘积 展开 后 的 的 系数 , 我 们 可 以 求 得 它 是 0。C， 是 定理 了 的 
推论 . 
C# 是 指 方程 
oln) =oln—1)+on—2)— on —5)— on m7)+.., 
它 的 意义 已 在 $ 2 款 5 的 最 后 作 了 说 明 . 例如 ,C$ 是 指 
o(6) 一 ac(5) 十 c(4) — ol1). 
是 指 “ 奇 特 的 规律 ": Cy#，C*，C 了 ， 都 成 立 。 Cx 是 定 
理 T* 的 推论 (一 种 特殊 的 情形 )。 


$4. 欧 拉 研究 报告 的 概述 ” 


定理 了 的 性 质 : 从 实践 知 其 成 立 , 但 不 能 证 明 。 不 过 可 给 出 
它 成 立 的 证 据 ,而 这 些 证 据 也 几乎 相当 于 严格 证 明 . 

定理 了 包 命 看 窑 多 个 特例 CsC2, Cs， … 反 过 来 说 ,这 无 穷 多 
个 特例 Cl，C2，C;, - 的 整体 即 相当 于 定理 7. 我 们 可 用 简单 
计算 验证 C1 成 立 与 否 ，C: 成 立 与 否 ,C3 等 等 成 立 与 否 。 计算 结 
果 证 得 Co CC Cw 都 成 立 . 我 们 只 要 做 这 些 计算 ,一 直 
到 我 们 能 深信 这 -系列 计 算 不 断 地 下限 做 下 去 而 给 全 正确 为 下 
然而 ， 至 今 除 了 一 个 长 的 归纳 过 程 使 我 无 论 如 何不 能 怀疑 这 些 特 
例 C1， C2,、 C;，*… 的 规律 之 外 ,我 还 没有 别 的 证 据 。 长 期 以 来 ， 
我 一 直 在 探索 定理 了 的 严格 证 明 , 但 始终 是 白费 力气 。 并 且 我 曾 


1) 这 概述 最 初 发 表 在 我 的 论文 “启发 推理 与 概率 论 ” (Heuristic Reasoning and 
the Theory of Probability) 中 ,< 美国 数学 月 刊 > C4mer. Math。 Monrhly), 第 
48 着 ;450 一 465 页 .其 中 斜体 字 是 艇 言 * 它 不 是 欧 垃 说 的 。 
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把 这 问题 提 给 我 郊 知 的 某 些 在 这 方面 有 才能 的 朋友 ， 他 们 完全 同 
意 我 上 面 的 定理 了 是 成 立 的 ， 但 是 都 没有 能 够 找 出 证 明 的 任何 线 
索 ， 这 样 , 它 是 一 个 成 立 的 事实 , 但 不 能 证 明 ; 因为 我 们 每 一 个 人 


者 可 随意 进行 多 少 次 实际 计算 Cl，C;，C,，-… ， 来 使 他 自己 相信 
这 是 正确 的 ; 这 个 规律 对 于 比方 说 20 项 是 成 立 的 ,并且 其 后 各 项 
不 成 立 看 来 也 是 不 可 能 的 . 


于 是 我 们 发 现 定理 是 正确 的 ,即使 没有 可 能 证 明 它 ,从 而 所 
有 由 工 得 出 的 结论 也 将 有 相同 的 性 质 ,就 是 说 ,它们 是 正确 的 但 末 
被 证 明 , 或 者 如 果 这 些 结论 中 的 一 个 可 以 被 证 明 , 则 我 们 就 能 够 反 
过 来 得 到 定理 工 的 证 明 的 一 个 线索 。 由 于 我 有 了 这 种 想法 , 我 就 
用 不 同 的 方式 来 处 理 定理 7 了 , 这样 ,除了 其 他 收获 之 外 ,我 得 到 了 
定理 7*, 它 和 定理 7 是 等 价 的 . 

工 与 7* 是 等 价 的 ,它们 必 司 时 成 立 或 同时 被 推翻 ,和 类 似 ， 


T* 也 含有 下 穷 多 个 特例 CY，C3，C3，…, 而 县 这 个 特 歼 序 列 的 
整 人 相当 于 定理 7*?， 这 里 我 们 仍然 可 用 一 次 篇 单 计算 验证 cy 成 
六 与 在 . 同样 地 ,可 以 验证 c# 等 等 成 立 与 否 ， 不 十 应 用 定理 7* 
到 任何 给 定 的 特殊 情形 ， 从 而 谁 都 可 以 用 任意 多 的 例子 来 说 明 它 
的 正确 性 , 因此 我 必须 承认 , 我 不 能 给 出 一 个 严格 的 证 明 , 但 我 可 
以 用 足够 多 的 例子 C，C¥,， C3,，.……, 来 说 明 它 的 正确 性 .我 想 这 
些 例子 已 经 可 以 足以 打消 那 种 认为 我 的 上 述 规律 的 正确 性 不 过 是 
偶然 巧合 的 想法 . 

假如 还 怀疑 我 已 经 指出 那个 规律 是 否 正 确 ， 我 愿意 再 举 出 一 
些 含 有 较 大 的 数 的 例子 验证 我 的 结果 ， 我 发 现 C 加 和 C 加 也 是 正 
确 的 ， 国 此 于 环 冤 肖 学 和 时 和 研究 地 情形 有 很 太 半 殉 人 ， 


消 允 于 定 青 了 和 7* 的 正确 性 的 任何 怀 。 


第 六 章 的 例题 和 注释 


虽然 “无穷 小 分 析 从 本 质 上 来 说 似乎 不 适用 于 整数 ,” 但 是 网 
拉 在 “ 数 的 奇特 规律 ” 这 篇 文章 的 研究 中 却 “ 用 微分 法 和 别 的 方法 
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得 到 了 他 的 结论 . ”为 了 了 解 欧 拉 的 方法 , 我 们 把 它 应 用 于 类 似 的 
例子 。 我 们 首先 对 于 他 的 主要 方法 或 数学 工具 给 一 个 名 称 . 
1， 母 函数 欧 拉 研究 报告 的 第 11 个 问题 的 结果 可 用 现代 的 
记号 缩写 为 : 
bp A =o(1l)xt+o(2)x+ +on) r+ 


Le 


等 号 的 右边 是 * 的 寡 级 数 。 x" 的 系数 是 ox), 即 的 因子 和 ,等 
号 两 边 表示 * 的 同一 个 函数 , 这 函数 展 成 级 数 之 后 ,“ 生 成 数列 
5 (1)，a(2),…, oln),*…，, 所 以 称 此 函数 为 ao(n) 的 母 函 数 .一 
般 地 ， 如 果 

fx) = qo 十 dx 十 a 十 "十 Grx? 十 :> 
我 们 就 说 f(x) 是 a, 的 母 函 数 或 者 说 函数 生成 数列 ao, as ez， 


mr 


“ 母 函 数 "的 名 称 是 拉 普 拉 斯 取 的 ,不 过 ,在 拉 普 拉 斯 还 没有 给 
出 这 个 名 称 以 前 , 欧 拉 早 在 他 的 文章 中 已 经 使 用 了 母 函数 的 方法 ， 
我 们 在 $2 中 所 看 到 的 就 是 其 中 之 一 .他 应 用 这 种 数学 方法 解决 了 
组 合 分 析 和 数论 中 的 若干 问题 . 

母 函数 就 像 个 口袋 ,可 以 装 许多 零碎 东西 . 我 们 把 携带 不 方 
便 的 零碎 东西 都 放 在 口袋 里 ， 就 只 需 携带 单独 一 个 对 象 了 .完全 
类 似 地 , 分 别处 理 数列 a。, wa， '… 中 的 各 项 不 方便 , 但 把 它们 
都 放 在 寡 级 数 〈 母 函数 ) 也 ax” 里 ,就 只 需 处 理 单独 一 个 数学 对 
象 了 。 


2. 求 # 的 母 函数 ( 即 级 数 可 nx” 之 和 ). 

3 已 知 f(x) 是 数列 oo， wo，.…，as。… 的 母 函数 , 求 
0ao，1a，22，-…，zan 的 母 沙 数 . 

4. 已 知 f(x) 是 数列 ao, a aa， -…，as，*** 的 母 函数 ， 求 
0， A “的 母 函数 . 

5. 已 知 f(x) 是 on 的 母 函数 , 求 

1 一 0 十 GO 十 十.… 十 Go 

的 母 函 数 。 
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6. f(x)，g(x) 各 为 as，2 的 母 函数 , 求 
Ca — dobs + arbai tt Arbs-i +--* 二 an bo 
的 母 函数 . 
7. 平面 几何 的 一 个 组 合 间 题 . > 边 形 可 用 = 一 3 条 对 角 线 分 
成 #* 一 2 个 三 角形 ( 见 图 5.1). D， 是 不 同 分 法 的 数目 . 在 "一 3， 
4,5, 6 的 情形 下 , 求 D，. 


I | 11 | I | 
图 6.1 ”关于 六 边 形 分 法 的 三 种 型 式 
8《 续 )， 根据 例 7 的 个 别 数值 求 出 或 猜 出 D, 的 一 般 显 式 是 困 
难 的 . 但 D;, D,, D;，*…… 这 数列 , 因 其 每 项 可 由 以 前 各 项 用 一 定 
法 则 算出 , 它 是 个 递 推 数列 (参见 欧 拉 的 报告 第 5), 其 法 则 是 : 
规定 D, 一 1， 试 证 w 宇 3 时 ,有 


D, ~ D; D + DID ,i+ D,D。: 士 …. 十 Di Di。 
[检验 开始 情形 ,参照 图 6.2.] 


8 n+1-k 


图 6.2  # 边 形 的 开始 分 法 
9( 续 )。 要 从 例 8 的 递 推 公式 推出 D, 的 明显 公式 不 是 一 下 子 
能 看 得 出 的 事 . 但 可 考察 母 函数 
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gx) = Dr + Diss + Dxtt -e+ Dax? 十， 
试 证 g(x) 满足 一 个 二 次 方程 ， 并 由 此 推出 "一 3，4，5， 
6，.… 时 ， 


Dm=25610 14...4—10 
3 i 


10， 平 方 和。 回忆 Rt(z) 的 定义 ( 例 4.1), 把 它 扩 大 到 一 0， 
并 规定 Ri0) 二 0 (一 个 合理 的 推广 ), 引 入 母 函 数 
Do Rt(o) 4" = RACO) + RACI) # + RAC2) e+ es 


试 证 


六 Rom 一 (二 2 十 2 二 22 十， 六 


[R;(n) 的 意思 是 什么 呢 ? 它 是 方程 
tw 十 十 一 
的 解 组 的 数量 ,其 中 要 求 4, v, w 是 正 负 整数 或 零 . 
需要 你 证 明 的 方程 右边 那个 级 数 的 作用 是 什么 ? 
1+2z 直 ?ur 十 2 二 一 位 达 一 六 Ri(n) x". 


对 你 所 关注 的 方程 右边 有 些 什么 想法 呢 ? 也 许 你 会 这 样 想 : 
Px” Px" Fx" ] 

11. 推广 例 10 的 结果 . 

12. 回忆 St(z) 的 定义 ( 例 4.1) 并 表达 母 函 数 


DD sn) 


13, 利用 例 10 证 明 对 于 # 宇 1 时 ，R:(z) 可 被 4 除 尽 ， 
R4z) 可 被 8 除 尽 ，Ra(>) 可 被 16 除 尽 (结果 已 经 在 第 四 章 的 表 
I 和 表 II 中 用 过 了 ). 

14. 用 例 12 证 明 

SCz) 一 0 如 果 z 关 8m 十 2， 
S4(2) 一 0 如 果 2 天 8m 十 4， 
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Sa(Cza) 一 0 如 果 n 关 8m。 
15. 用 例 11 证 明 
Ririn) 一 Ri(0) Rin) + RA1) Ri 一 1 十" 
+ Ri(n) RO0). 


16. 证 明 
St+i(n) 一 St(1) Sz 一 1) 十 St(2)SC —2) + 
十 St(z 一 1)S(1)。 
17， 用 第 四 章 的 表 I 与 表 开 提 出 一 个 简单 的 方法 来 计算 该 
章 中 的 表 王 . 
18， 用 ck(z) 来 代替 x 的 各 因子 的 《次 备 之 和 ,例如 
o(15) 一 3 十 3 十 5 十 153 一 35283 
n(n) = oln). 
(1) 说 明 在 $4.6 和 例 4.23 中 的 猜想 能 导出 下 列 结果 : 
o(1)o(2u 一 1) 十 c(3)o(2x 一 3) 十 … +o(24 — 1)o(1) 
= ow), 
其 中 x 表示 一 个 奇数 ， 
《2) 用 一 个 数字 的 特例 去 试验 (1) 中 的 关系 式 ， 
《3) 通过 这 样 的 证 明 , 是 否 影响 你 对 上 述 猜 想 的 信心 ? 而 前 
面 我 们 正 是 利用 这 个 猜想 去 导出 〈1) 中 的 关系 式 的 。 
19. 男 一 个 递 推 公式 . 我 们 考察 母 函 数 
G= > Si(m )zmy 五 一 bp Sm)x™, 


令 
S44) = fay 
其 中 是 一 个 奇数 , 那 末 由 例 14 和 例 12 有 
Gz 十 并 十 x5 十 十 x 十 
H= 5 十 sr 十 55x 十 十 SX 十 0g 
C1 一 避 。 
从 最 后 的 方程 通过 取 对 数 和 求 微 分 ,可 得 
4logG 一 logH, 
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4G HH 
C H’ 
G-xH =4.xrG'.H, 
(x 十 芭 十 x5 十 …)(4sxt 十 125x9 十 20s5sx” 十 -…*) 
一 4(x 十 9x9 十 25x5 十 (sxt 十 sx 十 ssx2 3 十:)。 


比较 方程 两 边 x, x*, x”*，.…… 的 系数 ,可 得 下 述 关 系 式 


0n 一 0 
1 一 4 一 0 
2x5 一 35 一 0 


397 一 25 一 124 一 0 

49 一 195 一 115 一 0 

Ss —10s=—0 

693 十 1 一 9 一 244 一 0 

755 十 29 一 8 一 239 一 0 

857 十 35 一 7T0 一 225 一 0 

9 十 4 一 6 一 217 一 0 
l0sa 十 55 一 55 一 209 一 400 一 0 
11 十 69 一 497 一 199 一 399 一 0 


上 述 这 一 组 方程 的 第 一 个 方程 是 没有 意义 的 ， 之 所 以 把 它 
写 包 来 , 是 为 了 强调 这 一 系列 方程 的 一 般 规律 然而 我 们 知道 
和 一 1, 从 而 由 第 二 个 方程 可 以 求 得 s*。 知道 a 后, 从 第 三 个 方程 
又 可 以 求 得 %， 如 此 等 等 。 我 们 可 以 从 上 述 这 一 系列 方程 相继 弟 
推 地 求 出 数列 4, a, ss ，…， 

上 述 这 一 系列 方程 有 一 种 值得 注意 的 结构 。 其 中 , 有 一 个 方 
程 含有 5, s,ss，… 中 的 一 个 量 ,有 两 个 方程 合 有 这 组 量 中 的 两 个 
量 ， 有 三 个 方程 含有 这 组 量 中 的 三 个 量 ， 如 此 等 等 。 通 过 从 这 一 
系列 方程 的 一 个 方程 到 它 的 下 一 个 方程 ， 在 每 一 列 里 它 的 系数 增 
加 1 而 * 的 下 标 增加 2。 每 … 列 开始 的 * 的 下 标 是 1 而 其 系数 是 
同一 行 的 第 一 个 系数 的 一 4 售 ， 
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由 于 上 述 结构 的 特点 ,因此 我 们 可 以 由 一 个 方程 (利用 递 推 公 

式 ) 写 出 这 一 系 的 所 有 方程 . 

go = S422 — DD)) = ol2n — 1) 
来 代替 ， 从 而 可 由 例 9 得 出 一 个 与 序列 o(1), ol3), o(5)， 
o(7),，*… 有 关 的 递 推 公式 ,这 样 的 公式 其 形式 同 欧 拉 公 式 非常 相 
似 。 

详细 地 把 这 个 递 推 公式 写 出 来 并 且 用 数字 验证 递 推 公式 的 第 
一 种 情形 . 

21， 对 于 我 们 来 讲 ， 这 里 也 有 欧 拉 的 关于 c(z) 的 递 推 公式 
《§2) 与 前 面 关 于 ol2n 一 1) 的 递 推 公式 ( 例 20) 之 间 的 一 种 启发 式 
的 相似 性 : ”对 于 我 们 来 讲 后 面 一 个 是 猪 想 。 我 们 仿照 欧 拉 通过 
“微分 和 别 的 方法 ”导出 了 这 个 猜想 , 

说 明 由 例 20 关于 ol2n 一 1) 的 递 推 公式 等 价 于 等 式 

S42n — 1)) = ol2n — 1). 
这 个 等 式 我 们 已 经 在 $4.6 中 得 到 了 ， 也 就 是 说 , 如 果 这 两 个 结论 
中 有 一 个 是 正确 的 , 则 另 一 个 也 必然 是 正确 的 , 

22. 推广 例 19 的 结论 , 

23， 想 出 一 个 与 RKn) 无 关 的 计算 Rs(x) 的 方法 。 

24， 欧 拉 怎 样 遗 瀑 一 个 发 现 .在 例 19 和 23 里 的 方法 以 及 作 
了 一 般 氢 述 的 例 22 是 属于 欧 拉 ? 的 。 欧 拉 创造 这 个 方法 ,是 针对 
四 平方 和 问题 以 及 与 它 有 关 的 某 些 问 题 。 事实 上 , 他 应 用 其 方法 
到 四 平方 和 问题 以 及 用 归纳 方法 来 研究 数 的 表达 式 ， 但 却 没有 发 
现 决定 R4z) 的 著名 规律 。 这 毕竟 不 是 很 难 用 归纳 法 发 现 的 ( 例 
4.10~4.15)。 这 究竟 是 怎么 回 事 ? 

在 考察 方程 

用 = 十 二 十 
的 时 候 , 我 们 可 以 选择 不 同 的 观点 ,特别 地 如 下 所 述 ; 


1) < 全 集 > (Opere Omnia), 第 1 辑 ;第 4 卷 , 125 ~135 页 、 
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(1) 我 们 要 求 *，》，z， w 为 非 负 整数 。 

《2) 我 们 要 求 x,y, z, w 为 正 负 整数 和 零 。 

第 二 个 观点 也 许 不 明显 ,但 它 导致 了 R4(”) 并 导出 了 关于 
R4(z) 和 *# 个 因子 之 间 的 显著 关系 。 第 一 个 观点 更 明显 些 , 但 是 
解 的 数目 似乎 没有 任何 简单 的 明显 特性 .网 拉 选 定 了 观点 (1) 而 
没有 选 定 观点 (2), 他 用 了 他 在 例 22 中 所 解释 的 方法 ,他 对 

(1 十 zx 十 区 十 2 十 
作 了 说 明 , 而 没有 对 
(十 2x 十 2x 十 2x29 十 -一 -) 
作 说 明 , 从 而 他 绕 过 了 一 个 重大 的 发 现 。 这 种 比较 两 条 探索 的 路 
线 , 是 有 教 益 的 。 这 两 条 路 线 起 初 貌 似 相同 ,但 其 中 一 个 是 奇迹 般 
地 富有 成 果 的 ,而 另 一 个 几乎 是 完全 无 用 的 . 

在 第 四 章 研究 了 R(z)，5S4(z)，Ra(z) 和 Se(z) 的 性 质 ( 例 
4.10 一 4.15，$4.3~4.6， 例 4.18~4.23)， 它 是 被 雅 可 比 (Jacobi) 发 
现 的 ,但 他 不 是 用 归纳 法 发 现 的 ,而 是 通过 研究 椭圆 函数 得 到 的 一 
个 附带 的 必然 结果 。 从 那 时 起 就 已 经 发 现 了 好 几 个 关于 这 些 定理 
的 证 明 , 但 是 没有 一 个 是 初等 的 和 直接 的 ?. 


I (1 — #1— Da", 
试 证 当 "一 1，2，3，.…… 时 ,有 
oln) 一 Fa oln — m) + rao/k, 


哪 一 种 特殊 情形 会 产生 $2 的 欧 拉 定理 ? 


1) 作为 更 进一步 的 参考 可 查看 G. 莫 . 哈代 与 E. M. 拉 特 的 < 数论 导 引 »，(G. 
H. Hardy and E. M. Wright, An introduction fo the theory of nim- 
Bers)，Oxford,1938, 第 XX 章 。 
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第 七 章 数学 归纳 法 


雅克 伯 努 利 的 方法 对 于 自然 科学 家 来 说 也 是 重要 的 。 我 们 
通过 观察 一 些 特例 C!,，C:，C3，…, 觉得 概念 B 似乎 具有 性 质 4. 
从 伯 努 利 的 方法 我 们 知道 * 我 们 不 应 根据 不 完全 的 、 非 数学 的 归纳 
法 , 便 认为 概念 B 具 有 性 质 4 除非 4 同 B 的 特征 性 质 有 联系 ;而且 
不 依赖 于 特例 的 改变 。 正 如 在 许多 别 的 方面 一 样 数 学 在 这 里 也 给 
自然 科学 提供 一 个 典范 。 

一 一 E. 马赫 (Ernst Mach) 


$1. 归纳 阶段 


我 们 再 从 一 个 例子 开始 讲 起 . 
求 前 ”个 整数 之 和 ,不 会 有 什么 困难 . 这 里 我 们 认为 公式 
1+2 十 3 十 十 mn 一 2 二 


不 成 问题 , 它 可 由 许多 方法 来 发 现 和 证 明 ”. 但 是 求 前 = 个 整数 平 
方 和 

1 十 4 十 9 十 16 十 … .十 到 
的 公式 却 比 较 费 力 。 当 的 数目 不 太 大 时 ,计算 这 个 和 还 不 难 , 但 
要 找 出 规律 就 不 那么 容易 了 。 不 过 我 们 很 自然 地 会 想到 把 它们 列 
在 一 起 ,看 看 两 者 之 间 有 无 类 似 之 处 : 


1 : 2 
1 十 2 十 -… 十 nn 和 
1 十 22 十 … :十 吉 13405133 DL ss 


最 后 两 行 有 何 关系 呢 ? 也 许 会 想到 要 考察 一 下 两 者 之 比 : 


1) < 认识 与 错误 > (Erkczztozr nnd lrrtum), 第 四 版 ,1920, 第 312 页 。 
2) 参看 < 怎样 解 题 ?, 第 107 页 。 
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nn : SE 2 1 . 
二 1573 贡 JI3 ... 
1 十 2 十 .…… 十 业 3 3 3 3 


车 把 上 述 的 比值 改写 为 


则 易 见 规律 并 且 几 乎 不 可 能 失之交臂 ,我 们 不 禁 会 作出 猜想 


| i sh Le A es sl 1 fis na | 
1 十 2 十 …' 十 z 3 “ 


利用 上 式 左 端 分 母 的 公式 〈 这 已 不 成 问题 )， 可 以 把 所 猜想 的 公式 
写 为 
n(n 十 1)(2m 十 1) 
i 

这 是 对 的 吗 ? 换 句 话说 , 这 个 公式 一 般 成 立 吗 ? 在 特殊 情形 
3 一 1，2，3，4，5，6 这 个 公式 肯定 是 对 的 ,因为 公式 就 是 从 这 
些 特例 启发 下 得 出 的 。 那么 它 在 x 一 7 的 情形 也 是 对 的 吗 ? 这 
个 猜想 引导 我 们 去 计算 

1 十 4 十 9 十 16 十 25 十 36 十 49 一 


卫士 好 十 … 十 内 一 


> 


ER 
6 


的 确 ,两 端 都 等 于 140. 

当然 , 我 们 还 可 以 继续 对 下 一 种 情形 ” 一 8 再 来 检验 , 不 过 
意义 不 大 。 虽然 我 们 总 是 倾向 于 相信 , 在 下 一 种 情形 公式 也 将 得 
以 证 实 ， 然 而 这 种 证 实 只 能 增加 我 们 一 点 信心 继续 进行 计算 
几乎 没有 价值 ， 那 么 怎样 才能 更 有 效 地 来 验证 我 们 的 狂想 呢 ? 

如 果 猜 想 总 是 对 的 ,那么 它 将 与 个 别 情形 的 变化 无 关 , 也 就 是 
说 ,从 一 种 情形 变 到 另 一 种 情形 它 也 应 该 成 立 。 假设 

1 十 4 十 tnt D+D, 

如 果 这 个 公式 一 般 地 成 立 ， 那 么 它 在 下 一 种 情形 也 应 该 成 立 : 我 
们 有 


ell9. 


1+4+ .PC 一 如 土 DC 十 2)(n 十 3 


6 
这 里 有 一 个 有 效 地 检查 猜想 的 机 会 ; 不 妨 从 下 式 减 去 上 式 , 得 
Cn 十 一 (mn 十 1)(z 十 2)(22 十 3) a(r + DD(2n+ L 


6 6 
猜想 的 这 个 结果 是 对 的 吗 ? 重 新 整理 右 端 项 易 得 
< 二 [( 十 2)(2n 十 3) 一 z(22 十 1) 


一 人 [2 十 3 十 名 十 6 一 到 一 可 


一 二 十 工 [6n 十 6] 
6 
= (n+ 1)2. 
所 检验 的 结果 无 疑 是 对 的 ,于 是 这 个 猜想 经 过 了 一 次 严峻 的 考验 。 


$2. 论证 阶段 
虽然 任何 结果 的 证 实 都 会 增强 我 们 对 于 猜想 的 信心 ， 但 是 上 
述 证 实 的 结果 却 能 做 得 更 多 : 它 可 以 证 明 猜 想 。 只 需 稍 许 改变 一 
下 我 们 的 观点 或 者 稍微 重新 转变 一 下 我 们 的 注意 。 
可 能 成 立 的 是 
12 士 23 十. 十 见 一 az 十 1)(2z 十 1 


6 


无 疑 成 立 的 是 
(人 十 1 六 一带 十 DC 十 2)(2z 十 3) n(n+ D2r+ 1) 
6 6 “ 


从 而 成 立 的 是 
十 22 十 .十 风 十 (mn 十 1 一 名 DD 二 


(前 两 式 相 加 )。 这 意味 着 , 若 所 猜想 的 公式 对 某 一 整数 7 成立, 则 
它 必 然 对 下 一 个 整数 = 十 1 也 成 立 。 
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但 是 我 们 已 知 它 对 # 二 1, 2, 3， 4, 5，6, 7 成 立 ， 既 然 对 7 
成 立 , 那么 对 下 一 个 整数 8 必然 成 立 ; 既然 对 8 成 立 , 那么 对 9 也 
成 立 ; 因为 对 9 成 立 , 所 以 对 10 也 成 立 , 进而 对 11 也 是 如 此 , 等 
等 。 这 说 明 所 猜想 的 公式 对 所 有 的 整数 都 成 立 ; 按 完全 一 般 的 原 
则 证 明 完 了 。 


$ 3. 研究 的 飞跃 


前 一 节 最 后 提 到 的 理由 可 以 稍 加 概括 ,也 就 是 说 ,关于 猜想 的 
公式 我 们 知道 两 件 事情 就 够 了 : 

它 对 x == 1 成 立 . 

既然 对 7 成立, 那么 它 对 wm 十 1 也 成 立 。 

于 是 这 个 猜想 对 所 有 的 整数 都 成 立 : 因为 对 1 成 立 , 因而 对 
2 也 成 立 ;对 2 成 立 ,因而 对 3 也 成 立 , 如 此 等 等 。 

于 此 我 们 便 有 一 个 非常 重要 的 论证 手段 。 我 们 把 它 叫做 “从 
7 推 到 ”十 1 的 方法 ,通常 称 之 为 “数学 归纳 法 *， 这 个 常用 的 名 
称 对 于 一 种 论证 方法 来 说 是 一 个 很 不 恰当 的 称呼 ,因为 归纳 ( 按 习 
惯用 语 来 说 ) 只 能 得 出 一 种 似乎 合理 的 推断 ,而 不 能 得 出 一 种 确 溺 
的 论断 ， 

数学 归纳 与 通常 的 归纳 有 什么 关系 吗 ? 有 的 , 我 们 认为 是 这 
样 ,这 是 有 理由 的 ,不 仅 是 因为 它 的 名 字 . 

在 上 述 例子 中 , $2 的 论证 推理 当然 完成 了 $1 的 归纳 推理 ,而 
这 是 具有 代表 性 的 。 若是 把 “数学 归纳 法 ”看 做 是 一 种 简称 , 那么 
在 这 种 意义 下 ,$2 的 论证 毕竟 是 作为 “归纳 方法 的 数学 补充 ”而 出 
现 . (今后 , 让 我 们 按 这 种 意义 来 理解 它 , 而 不 用 为 建立 专门 术语 
来 争论 .) ”归纳 法 常常 是 作为 归纳 性 研究 的 终结 步 又 或 最 后 阶 
段 出 现 , 而 这 最 后 阶段 又 常常 从 上 面 叙述 的 各 阶段 中 得 到 启发 。 

在 现在 的 意义 下 ， 研 究 数学 归纳 靶 的 另 一 个 较 好 的 理由 是 本 
章 开头 援引 E. 马赫 所 说 的 话 ?。 在 检验 一 个 猜想 时 , 我 们 研究 假 


1) 马赫 认为 是 雅克 * 伯 努 利 发 明了 教学 归纳 法 ， 但 此 方法 的 发 明 主要 应 归功 于 巴 
斯 卡 ， 
as 121。 


定 猜 想 适合 的 各 种 不 同情 形 。 希 望 知道 猜想 所 主张 的 关系 是 否 在 
任何 情形 下 都 是 稳定 的 ,也 就 是 说 不 依赖 于 各 种 不 同 的 情形 , 即 不 
受 各 种 情形 的 干扰 自然 而 然 地 我 们 注意 到 从 这 种 情形 到 另 一 种 
情形 的 飞跃 。 牛顿 说 ,“ 如 果 研 究 抛射 体 的 运动 ,我 们 也 许 容易 理 
解 为 什么 行星 借助 于 向 心力 来 保持 一 定 的 轨道 ”, 于 是 他 想到 以 越 
来 越 大 的 初速 投 闫 石头 ， 直 到 这 石头 终于 像 围绕 地 球 运动 的 月 亮 
一 样 进入 围绕 地 球 的 轨道 ;请 参看 例 .18(4)。 因 此 牛顿 具体 化 了 
一 个 从 抛射 体 运动 到 行星 运动 的 连续 飞 隐 。 他 着 手 去 证 明 万 有 引 
力 定律 ， 而 先 考 虑 应 该 同样 适用 万 有 引力 定律 的 两 种 情形 之 间 的 
飞跃 ， 任 何 初学 者 ,在 证 明 某 个 初等 定理 时 要 用 数学 归纳 法 ,他 就 
应 该 在 这 方面 像 牛 顿 那样 去 做 : 考虑 从 ”到 a 十 1 的 飞跃 ,也 就 
是 两 种 情形 之 间 的 飞跃 ， 所 要 着 手 证 明 的 定理 应 该 同样 适用 于 这 
两 种 情形 


$4. 数学 归纳 法 的 技巧 


要 成 为 一 个 好 的 数学 家 ,或 者 一 个 优秀 的 博 奕 者 ,或 者 要 精通 
别 的 什么 事情 ， 你 必须 首先 是 一 个 好 的 猜想 家 。 而 要 想 成 为 一 个 
好 的 猜想 家 ,我 想 ,你 首先 应 是 天 资 聪慧 的 ， 但 只 是 天 资 隐 慧 当然 
还 不 够 。 你 应 该 考察 你 的 一 些 猜想 ,把 它 与 事实 进行 比较 ,如 果 有 
必要 ,就 对 你 的 猜想 进行 修正 ,从 而 获得 猜想 失败 或 成 功 的 广泛 的 
(和 彻底 的 ) 经 验 。 在 你 的 经 历 中 如 果 具 备 这 样 一 种 经 验 ,你 就 能 
够 判断 得 比较 适当 , 碰 到 一 种 机 遇 , 就 能 大 致 预知 它 的 是 非 结果 . 

数学 归纳 法 是 一 种 论证 的 方法 ,通常 用 在 证 明 数 学 上 的 猜想 ， 
而 这 种 猜想 是 我 们 用 某 种 归纳 方法 所 获得 的 。 因此 , 如 果 我 们 希 
望 得 到 归纳 法 数学 研究 的 某 些 经 验 ， 那 么 关于 数学 归纳 法 技巧 的 
一 些 知识 应 该 是 所 需要 的 . 

本 节 后 面 的 例题 和 注释 可 以 给 你 在 获得 这 些 技巧 方面 一 些 帮 
助 . 

(1) 归纳 阶 自 . 我 们 再 举 一 个 与 $1 和 $2 中 讨论 过 的 很 类 似 
的 例子 。 我 想 要 把 另 一 个 与 前 = 个 自然 数 平方 和 有 关 的 和 改写 成 


。l22.% 


比较 简单 的 形式 


和 1 
3 15 35 4m 一 1 
eS ey ee 
4 一 1 4.2 一 1 4.3—1 4 .到 一 上 
先 把 ”等 于 头 几 个 数 的 情形 计算 出 来 并 列表 如 下 : 
一 1, 2, 3, 4, 
i 1 1 2 3 4 
二 一 机 
3 15 ml 3 5 7 .9 
自然 会 猜想 
sR 二 二 2 
3 253. 35 4m—1 2n 十 1 


从 以 前 类 似 间 题 的 经 验 中 我 们 得 到 启发 ， 我 们 应 该 即刻 高 效率 地 
检验 我 们 的 猜想 : 考察 从 ”到 n 十 1 的 飞跃 。 如 果 我 们 的 猜想 
一 般 是 对 的 ,那么 它 应 该 对 # 和 十 1 都 成 江 : 


ri 1 = 二 s 
有 人 4 一 2 十 1 
de 
-i 4m—1 4(zn 十 1 一 1 2 3 
两 式 相 减 得 
gy Ld 


4(z 十 1)2 一 1 2z+3 2a+1° 
我 们 的 这 个 猜想 结果 是 对 的 吗 ? 力求 两 端 彼此 接近 ,进行 变形 : 
1 一 22 十 3 十 1 一 2 到 一 3 
(2n 十 2) 一 1 (2n 十 3)(2z 十 1) 
少许 一 点 代数 常识 就 足以 看 出 最 后 一 式 两 端 相等 。 所 验证 的 结果 
无 疑 是 正确 的 ， 
《2) 论证 阶段 . 像 前 面 $2 中 的 例子 一 样 , 现 在 我 们 重新 再 用 
那 种 论证 方法 . 
可 能 成 立 的 是 
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1 办 


二 
3 


15 472 一 1 2a+l1 
无 疑 成 立 的 是 
1 ns bd 
4(Cz 十 1) 一 1 2rzT3 22 十 1” 
从 而 成 立 的 是 
1 二. 十 1 二 1 2+1 
-1 4m—1 4(n 十 1)? 一 1 2z 十 3 
假设 猜想 的 公式 对 7 成 立 , 从 而 对 > 十 1 也 成 立 , 那么 这 个 猜想 
原来 是 对 的 . 


(3) 更 简短 些 .我 们 在 用 归纳 法 解决 问题 方面 可 少 花 些 时 间 
了 . 已 经 怀 有 猜想 时 ， 我 们 可 以 认为 数学 归纳 法 能 够 证 明 这 个 猜 
想 ， 于 是 ,不 用 再 做 任何 检验 就 直接 尝试 应 用 如 下 的 数学 归纳 法 . 


假设 是 
于 + 二 + 十 二 一 


15 4z2 一 1 22 十 1 
于 是 乎 
1 1 
二 十 一 十 下 十 一 一 一 十 一 一 一 一 一 一 
3 15 4m2 一 4(z 十 1] 一 1 
nn 1 


i 
n 了 
Tri! G+ i 
了 za(22 十 3) 十 1 

(2n + 1) (2n + 3) 
3n 十 1 
C2n + 1) (2n + 3) 
es (2z 二 1)(n+1) 
(2n + 1)(2n + 3) 
十 1 
天 志 3 
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的 此 已 经 假设 对 = 成立 的 关系 式 现在 推 到 对 # 十 1 也 成 立 。 这 
正 是 我 们 所 需要 做 的 ,从 而 证 明了 我 们 的 猜想 . 

解决 问题 方法 的 这 种 变化 既 减 少 了 重复 ， 又 减少 了 在 (1) 与 
(2) 中 所 出 现 的 不 必要 的 繁琐 。 

(4) 再 短 些 ， 若 注意 到 


EE oP i (二 一 元 一)， 
4m—1 (2 — 1)(2n + 1) 2z—1 22z 十 1 
几乎 一 下 子 即 可 看 出 解答 来 (如 果 我 们 熟悉 分 解 有 理 活 数 成 部 
分 分 式 的 话 , 会 很 自然 地 导出 这 个 公式 来 ，) 令 z 一 1,2,3,.…， 
且 相 加 , 则 得 
人 
4—1 16—1 36 一 工 422 一 


1 1 1 
% 6 (2 一 1)(2z 十 1) 


1 3 
| +3)+(i i)+.…+( 1 _.l1 )] 
2 3/ \3 5/ \5 7 2n—1 2n+l 
工 
2 


22 十 1 ” 


这 里 所 看 到 的 并 非 偶然 。 用 数学 归纳 法 证 明 一 个 定理 常常 要 
比 用 其 他 一 些 方法 来 得 简短 .甚至 于 用 数学 归纳 法 仔细 研究 这 个 
证 明 ,也 会 导 至 如 此 的 捷径 。 

(5) 另 一 个 例子 。 考 察 a，, 二 数 , 满 足 不 等 式 

0<~a<1, 0Q<2<1. 
于 是 易 见 
(1—)0U—6)=1—e—bt+a>1—a—b, 
一 个 自然 的 推广 引导 我 们 去 猜 度 下 面 的 命题 : 
车 x 之 2, 且 
0<a<1, 0<6<1, ,0<4a <1, 


®l25. 


则 
(人 一 oa 人 (1 一 ap 一 as)>>1 一 a 一 2 一 一 ar 
我 们 用 数学 归纳 法 来 证 明 这 个 命题 。 已 知 这 个 不 等 式 在 起 初 
的 情形 , 即 对 "一 2 时 ,已 经 断定 成 立 。 因 此 , 现 设 它 对 *# 成立， 
其 中 » 之 2, 要 推出 它 对 ”十 1 也 成 立 。 


假设 
(1 一 ap 一) 二 1 一 和 一 一 ao 
且 知 
0<arm=1, 
于 是 
《1 一 4 (1 一 oo)(1 一 ant > (1—a— en) (1—ann) 
一 1 一 ai 一 … 一 ar 一 ank 十 (wa 十 …' 十 an)aoh 
之 工 一 4 一 一 ao 一 anyi 


假设 对 成立 ,导出 了 对 = 十 1 也 成 立 ， 证 毕 ， 

需 注意 ,使 用 数学 归纳 法 来 证 明 命题, 不 是 无 条 件 地 对 所 有 的 
正 整数 都 适用 ， 而 是 对 从 某 一 个 整数 开始 的 所 有 正 整 数 才 适用 . 
例如 ,刚才 证 明 过 的 定理 只 与 ”> 2 的 正 整数 有 关 ， 

(6) 取 什么 作 a? 现在 讨论 一 个 平面 几何 问题. 


图 7.1 从 ”到 二 1 图 7.2 ”= 1 的 情形 
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内 部 多 边 形 P 的 面积 小 于 外 部 多 边 形 8 的 面积 ,这 是 显然 的 。 
可 是 上 述 定理 却 叙 述 得 不 那么 十 分 明确 ;没有 P 是 凸 的 限制 ,这 个 
定理 就 不 对 。 

图 7.1 表明 了 证 明 的 基本 思想 。 从 外 部 的 多 边 形 2 割 去 有 阴 
影 的 部 分 ;那里 剩 下 一 个 新 的 多 边 形 2", 它 是 2 的 一 部 分 , 并 且 具 
有 两 个 性 质 : 

第 一 ,8' 仍然 包 有 山 多 边 形 P, 且 为 是 的 , 它 完全 位 于 沿 P 的 
边 48 所 引 直线 4'B’ 的 一 侧 . 

第 二 , 8' 的 周 长 小 于 0 的 周 长 。 事实 上 , 0' 的 周 长 有 别 于 
的 周 长 , 就 前 者 来 说 , 它 的 周 长 包 有 连接 4' 与 B' 两 点 的 直线 段 ， 
就 后 者 来 说 , 它 的 周 长 包 有 连接 同样 两 点 的 折线 (在 阴影 部 分 的 外 
围 边界 上 ). 但 是 ,在 4 与 8' 两 点 之 间 以 直线 的 距离 为 最 短 . 

仿照 从 2 变 到 9', 我 们 可 以 从 8’ 变 到 另 一 个 多 边 形 9"。 如 
此 可 得 到 一 个 多 边 形 序列 0，2'， 9”，.……。 前 一 个 多 边 形 包 有 后 
-一 个 多 边 形 , 而 后 者 的 周 长 比 前 者 的 周 长 短 ,但 序列 中 最 后 一 个 多 
边 形 却 是 P。 因 而 , P 的 周 长 小 于 8 的 周 长 . 

我 们 应 该 认 出 上 述 证 明 的 种 类 : 事实 上 , 它 是 一 种 数学 归纳 
碎 的 证 明 .但 是 什么 是 其 中 的 # 昵 ?哪个 量 才 是 进行 归纳 的 量 昵 ? 

这 是 一 个 严肃 的 问题 。 数学 归纳 法 适用 于 各 种 不 同 的 领域 ， 
有 了 时 用 来 处 理 很 困难 很 复杂 的 问题 ,试图 寻求 一 个 隐 绒 着 的 证 明 ， 
我 们 可 能 面临 一 个 紧要 的 决定 : 应 该 取 什么 作 n? 对 哪个 量 进行 
数学 归纳 法 ? 

在 上 例证 明 中 ， 选 择 完全 不 与 外 部 多 边 形 重合 的 内 部 四 多 池 


什么 取 作 ”， 留 给 读者 去 完成 


第 七 章 的 例题 和 注释 


1, 观察 
l=1 
1 一 4 一 — (1+2) 


a 全 二 


1 一 4 十 9 一 1 十 2 十 3 
1 一 4 十 9 一 16 一 一 (1+2 十 3 十 4)。 
从 这 些 例子 猜测 所 示意 的 一 般 规律 ， 用 适当 的 数学 方法 表示 出 来 ， 
并 证 明 它 . 
2. 分 别 证 明 例 3.13, 3.14 和 3.20 中 所 猜测 的 Ps, 5。 和 53 的 
显 式 表 示 。[ 例 3.11, 3.12。] 
3. 猜测 
十 2 十 3 十 十 形 
的 一 个 表达 式 ,并 用 数学 归纳 法 证 明之 。[ 例 1.4。] 
4. 猜测 


ER 
对 n 之 2 成 立 的 一 个 表达 式 , 并 用 数学 归纳 法 证 明之 。 
5. 猜测 


RE 


对 ”> 1 成 立 的 一 个 表达 式 , 并 用 数学 归纳 法 证 明之 。 
6. 推广 关系 式 


世 2x2 42 8x8 x 16x' 
a et Tr 
并 用 数学 归纳 法 证 明 你 的 推广 . 
7. 夫 基 这 各 的 及 捍 3 公 是 由 数列 
ds G9 039 "9 ln 
变 到 数列 
$9 99 539 59 **°S 
这 里 一 般 项 


Sa 二 tai + a 
我 们 称 这 个 《构成 数列 a4，s;，s;，…*- 的 ) 运算 是 “数列 wm，a， 
” 相 加 ”"。 用 这 个 术语 ,可 把 (在 例 1.3 中 ) 已 经 看 到 的 事实 说 
明 如 下 . 
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从 全 体 正 整数 数列 1, 2, 3,4,… 变 到 它 的 平方 数列 1，4， 
9，16，… 可 分 为 两 步 : (1) 划 去 每 第 二 项 , (2) 把 剩余 的 数列 相 


加 .实际 请 参看 下 表 : 
123456789 10 II 12 13… 


1 3 5 7 9 11 13 
1 4 9 16 25 36 49 … 
试用 数学 归纳 法 证 明 这 个 论断 . 


8( 续 )， 从 全 体 正 整数 数列 1, 2, 3, 4, … 到 它 的 立方 数列 
1, 8，27, 64, -… 可 由 四 步 得 出 : (1) 去 掉 每 第 三 项 , (2) 把 剩 下 
的 数列 相 加 ,(3) 再 去 掉 每 第 二 项 ,(4) 再 把 所 余 的 数列 相 加 , 先 考 


察 下 表 , 而 后 证 明之 : 
1234567 89 10 11 12 13. 
1 2 4 5 7 8 10 11 13 … 
1 3 7 12 19 27 37 48 61 … 
1 7 19 37 61 … 
1 8 27 64 125 … 


9( 续 )。 从 全 体 正 整数 数列 1, 2, 3，4，… . 变 到 它 的 四 次 方 数 
列 1, 16, 81, 256, … 可 用 六 步 得 出 ,从 下 表 即 可 看 出 : 
1234567 89 10 1: 12 13. 


1 23 567 9 10 11 13 … 
1 3 6 11 17 24 33 43 54 67 … 
了 11 17 33 43 67 … 
1 4 45.32 65 108 175 ‘00 
1 15 65 175 … 
1 16 81 256 … 
这 些 事实 揭示 了 什么 ? 
10. 观察 

1 一 1 

1 一 5 一 一 4 

1 一 5 十 10 一 6 
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1 一 5+10 一 10 一 一 4 
1 一 5+10 一 10+5 =l 
1 一 5+10 一 10+5 一 1=0 
我 们 可 以 导出 一 般 命题 
OED OA 
此 处 0 二 二 n,n 二 1,2,3,-………。 
在 用 数学 归纳 法 证 明 这 个 命题 时 ,应 该 是 从 *# 推 到 > 十 1, 还 
是 从 不 推 到 & 十 1? 
11. 有 2” 个 人 参加 网 球 比赛 , 在 第 一 轮 比赛 中 每 人 只 出 场 一 
次 ,两 个 对 手 进行 一 场 比 赛 ,共有 7 场 。 试 证 第 一 轮 比赛 中 对 手 的 
安排 正好 有 
1.3.5.7.….(22 一 1) 
种 不 同方 法 ， 
12， 多 证 可 能 太 而 更 省 事 , 设 
Th (x), 
对 zn 一 0，1，2，3，**. 再 依 条 件 
fan lz) 一 xj 
dx 


, 确定 序列 foCx)，f(x)，f(x)，……*。 《这样 一 种 确定 方法 称 之 为 
递 推 : 为 求 fa 归结 到 求 如. ?观察 到 


f(x) 


x * 二 x z+ 4 十 x 
和 
试用 数学 归纳 法 证 明 , 对 wz 之 1,f,《x) 的 分 子 是 一 个 多 项 式 , 其 常 
数 项 为 0 ,而 其 余 各 项 系数 为 正 整数 . 

13( 续 )。 用 归纳 来 发 现 , 以 数学 归纳 法 来 证 明 ,Cx) 的 更 进 
一 步 的 性 质 . 
14. 权衡 你 的 定理 。 用 数学 归纳 法 能 够 进行 证 明 的 一 个 典型 


命题 共有 无 限 多 种 情形 4 4 A3s 7 A os 情形 4， 常 党 
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容易 ,总 之 ,可 用 特殊 的 方法 来 处 理 44， 一 匡 确 立 了 4,, 就 灾 假设 
4 去 证 明 4s+。 命题 4' 比 4 强 ,而 且 较 4 容易 证 明 。。 实 际 上 ， 
设 4 由 情形 41, 4;,-……， 4s,，*… 组 成 。 在 由 4 变 到 4 的 过 程 
中 ,虽然 加 重 了 证 明 的 一 些 负担 : 我 们 需要 证 明 较 强 的 45s 而 
不 是 At; 我 们 也 支持 进行 较 强 的 证 明 : 我 们 可 以 用 较 多 信息 的 
4 代替 4，。 

例 12 的 解 就 提供 了 一 种 解释 ， 我 们 如 果 用 例 13 中 所 处 理 的 
资料 来 求 此 例 的 解 , 不 仅 无 益 而 且 非 常 麻烦 ,根据 附注 , 后 者 用 推 
论 来 处 理 则 比较 方便 ， 

一 般 说 来 ,尝试 用 数学 归纳 法 作证 明 的 时 候 , 由 于 两 种 完全 对 
立 的 理由 你 可 能 会 失败 。 因为 你 要 证 明 的 东西 太 多 了 , 所 以 可 能 
失败 : 4, 的 负担 太 重 了 .也 可 能 你 想 要 证 明 的 内 容 太 少 , 因而 失 
败 : 4 的 支持 论据 太 弱 了 。 你 应 该 权衡 定理 的 叙述 ,使 得 负担 与 
支持 论据 恰到好处 ， 从 而 使 你 采用 的 证 明 方 法 促使 你 走向 相对 的 
平衡 , 使 之 较 好 地 适应 于 现实 的 观点 。 这 样 做 才 是 建立 科学 证 明 
的 典型 方法 . 

15， 展望 。 在 比较 困难 的 领域 ， 一些 较 为 复杂 的 问题 要 求 比 
较 纯熟 的 数学 归纳 法 技巧 ， 并 且 要 对 这 些 重要 证 明 方法 做 各 种 改 
进 。 群 论 提供 了 某 些 引 人 注目 的 例子 。 一 个 有 趣 的 变形 是 所 谓 
“ 反 向 数学 归纳 法 ”或 “从 # 推 到 ”一 1”; 作为 一 个 初等 的 有 趣 例 
子 可 参看 C. H. 哈代 ,J. E. 利 特 伍德 和 G. 波 利 亚 《 不 等 式 》 一 
书 ,第 17 页 和 第 20 页 。 

16. 现 已 知 9, = 1, 以 及 对 x 一 2,3,.… 有 

1_ zl 二 1) 十 2)1 (2 一 1)! 

OO。 一 Za of 1! 2 21! ? = 


试 找 出 并 证 明 2。 的 表达 式 。 


oe 


数学 归纳 法 去 证 明 你 说 的 刚好 相反 。 为 此 , 我 们 证 明 一 个 比较 有 


JJ 邑 " 创 造 者 的 保 沦 ?; 参 看 < 怎样 解 题 > 第 110 页 . 


s131。 


趣 的 断言 : “任何 = 个 女孩 都 有 同样 颜色 的 眼睛 。” 

对 于 "一 1 这 句 话 (无 意义 ) 显 然 是 对 的 , 剩 下 的 是 从 ” 推 到 
2? 十 1. 为 了 具体 起 见 ,我 将 从 3 推 到 4, 而 把 一 般 情 形 留 给 你 。 

让 我 把 四 个 女孩 介绍 给 你 ,她 们 是 安 (Ann), 伯 西 (Berhe), 卡 
洛 尔 〈Carol) 和 多 洛 西 (Dorothy)， 或 简称 4，B，C 和 D.。 假设 
(n 一 3) 4, B,C 的 眼睛 具有 同样 的 颜色 ,也 假设 (一 3) B,C， 
DD 的 眼睛 也 具有 同样 的 颜色 。 因此 , 4, 8B, C 和 DD 下 个 女孩 的 眼 
栈 必 定 具 有 同样 的 颜色 ;为 了 彻底 明了 起 见 ,你 可 以 观看 下 面 的 图 
示 ; 


Ne 
4, B, C, D. 
a 


这 就 证 明了 ”十 1 一 4 时 的 论点 , 又 比如 从 4 推 到 5 的 情形 , 显 
然 也 并 没有 什么 困难 . 

请 解释 这 个 怪 论 。 你 可 通过 实地 考察 几 个 女孩 的 眼睛 , 用 实 
验 的 方法 来 试探 解决 此 问题 的 办 法 . 

18. 如 果 把 平行 线 看 作 是 相交 的 (在 无 穷 远 处 ), 那么 "任何 位 
于 同一 平面 上 的 条 直线 必 有 一 个 公共 点 ”, 这 人 句 话 对 于 w==1《 无 
意义 ) 和 ”一 2〈 由 于 上 述说 明 ) 是 对 的 , 试用 数学 归纳 法 构造 一 
个 ( 莞 廖 的 ?证明 . 
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第 八 章 极 大 和 极 小 


由 于 这 个 世界 构造 完美 无 缺 , 并 由 最 聪明 的 造物 主 所 创立 , 以 
至 于 在 这 个 世界 上 无 论 什么 事情 里 都 包含 有 极 大 或 极 小 的 道理 。 
一 一 欧 拉 


$1. 模式 

与 最 大 值 和 最 小 值 有 关 的 问题 ,或 极 大 和 极 小 的 问题 ,也 许 比 
其 他 较为 困难 的 数学 问题 更 吸引 人 ， 这 可 能 是 出 于 十 分 朴素 的 理 
由 .尽管 每 个 人 都 有 他 自己 的 问题 ,我 们 可 以 注意 到 ,这 些 问题 大 
都 是 些 极 大 或 极 小 的 问题 .我 们 总 希望 以 尽 可 能 低 的 代价 来 达到 
某 个 目标 ,或 者 以 一 定 的 努力 来 获得 尽 可 能 大 的 效果 ,或 者 在 一 定 
的 时 间 内 做 最 大 的 功 , 当然 , 我们 还 希望 冒 最 小 的 风险 .我 相信 ， 
数学 上 关于 极 大 和 极 小 的 问题 之 所 之 引起 我 们 的 兴趣 ， 是 因为 它 
能 使 我 们 日 常生 活 中 的 问题 理想 化 . 

我 们 甚至 倾向 于 设想 ,世界 万 物 按 我 们 的 意愿 行事 ,能 以 最 小 
的 努力 获得 最 大 的 效果 . 对 于 这 种 想法 , 物理 学 家 以 某 种 清晰 而 
有 效 的 形式 获得 了 成 功 ; 他 们 依据 “最 小 原理 ”来 描述 某 种 物理 现 
象 , 属于 这 类 问题 的 第 一 动力 学 原理 ( 即 “最 小 作用 原理 ”, 通 常 以 
莫 乌 波 图 依 斯 (Maupertuis) 的 名 字 命 名 )， 其 实 是 由 欧 拉 所 提出 
的 ;在 本 章 开 头 所 援引 他 的 话 ,生动 地 描述 了 极 大 和 极 小 问题 的 某 
个 方面 ,这些 问题 可 能 早已 引起 了 他 同时 代 的 许多 科学 家 的 兴趣 ， 

在 下 一 章 我 们 将 讨论 初等 物理 学 中 出 现 的 有 关 极 大 和 极 小 的 
一 些 问 题 ， 本 章 为 下 一 章 作 准备 . 

微分 法 为 解决 极 大 和 极 小 问题 提供 了 一 种 一 般 的 方法 ， 这 里 
我 们 将 不 用 微分 法 ， 而 提出 我 们 自己 的 一 些 “ 模 式 "来 代替 .这 将 
是 比较 有 指导 意义 的 六 . 


加 现代 发 展 起 来 的 所 谓 “ 最 优化 ”方法 将 更 加 有 普遍 意义 一 一 译 者 注 
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如 果 你 确实 理解 并 感 兴趣 于 你 已 经 解决 的 一 个 问题 ， 那 么 你 
就 会 得 到 一 种 宝贵 的 东西 : 一 个 模式 ,或 一 个 模型 ,以 后 可 模仿 它 
去 解决 类 似 的 问题 .如 果 你 想 这 样 做 ， 如 果 你 这 样 做 时 获得 了 成 
功 ， 如 果 你 考虑 到 成 功 的 理由 ,考虑 到 从 已 解决 的 问题 去 类 推 , 考 
虑 到 解决 这 类 问题 能 够 达到 的 有 关 条 件 等 等 ， 那 么 你 就 可 以 提出 
一 个 模式 .提出 这 样 的 模式 以 后 ,你 便 真 的 有 所 发 现 . 总 之 ,你 就 有 
机 会 获得 一 些 必要 的 层次 和 便于 应 用 的 知识 


$2. 例子 
已 知 同 二 平面 上 两 点 及 一 直线 ， 两 点 在 直线 的 同 侧 . 在 已 知 


计 线 上 求 一 点 ， 全 自 访 点 观察 连 拉 丙 已 知 点 的 综 康 有 尽 可 能 太 多 
视角 。 


图 8.1. 寻找 最 好 的 观测 点 图 8.2. 角度 的 变化 看 来 像 是 这 样 


这 就 是 我 们 想 要 解决 的 问题 . 作 图 (图 8.1) 并 标 上 相应 的 符号 ， 
设 

4 与 B 表 示 二 已 知 点 ， 

2 表示 已 知 直线 ， 

及 表示 直线 ! 上 的 一 个 变 点 . 
考虑 和 4XB， 即 在 变 点 Xx 处 已 知 线 眉 4B 所 张 成 的 角 . 我 们 需 
要 在 已 知 直线 ! 上 求 点 X 的 位 置 ,使 得 上 述 的 角度 达到 最 大 . 

可 以 设想 1 是 一 条 直 的 公路 . 如果 你 想 要 从 公路 ? 上 的 某 一 
点 ,向 从 4 到 8 运动 着 的 一 个 目标 进行 射击 ,那么 你 就 应 该 选择 上 
述 待 求 的 点 ; 它 给 你 以 命中 的 最 好 机 会 . 如 果 你 出 自 一 个 和 平 的 
愿望 , 想 从 公路 ! 上 以 4 和 8B 为 边缘 拍 一 张 正面 快照 ,那么 你 也 会 
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选择 上 述 待 求 的 点 ; 它 使 你 有 最 广阔 的 视野 . 

我 们 不 是 马上 就 能 解决 这 个 问题 的 ,但 是 ,尽管 我 们 还 不 知道 
达到 最 大 的 那 一 点 , 却 毫 不 怀疑 这 样 一 点 一 定 存在 .、 这 是 什么 道 
理 呢 2? 

如 果 我 们 把 变 角 过 4XB 看 成 是 想 要 求 的 最 大 值 , 那么 我 们 
就 能 够 解释 这 个 道理 .让 我 们 设想 ， 一 边沿 着 直线 ! 走 , 一 边 看 
着 线段 4B. 从 直线 1 与 4、8B 连 线 的 交点 出 发 往 右 行 . 在 起 点 ， 
面 对 48 的 角度 为 0, 而 后 角度 增加 ;最 后 , 当 离 48B 很 远 时 , 角度 
必定 再 次 减少 ,因为 在 无 穷 远 处 它 为 02， 在 角度 为 0 的 两 种 极端 
情形 之 间 , 必 在 某 处 取 最 大 值 ， 那么 在 何 处 呢 ? 尽管 我 们 能 够 指 
出 直线 ! 的 长 可 沿 伸 , 但 是 在 何 处 才能 达到 最 大 值 , 这 个 问题 还 是 
不 好 回答 .让 我 们 在 直线 ! 上 任 选 一 点 , 称 之 为 X， 该 点 是 我 们 
随便 取 的 , 不 一 定 在 我 们 要 求 最 大 的 位 置 上 ， 那么 我 们 又 如 何 才 
能 十 分 明确 地 肯定 该 点 是 在 最 大 的 位 置 处 上 ,或 者 不 呢 ? 

有 一 个 相当 容易 的 解释 ?。 如果 一 点 不 在 最 大 位 置 上 ,那么 必 
有 另 一 点 ， 在 最 大 位 置 的 另 一 侧 ， 在 该 点 所 讨论 的 角度 有 相同 的 
值 ， 那 么 在 直线 ! 上 是 否 有 另外 一 点 X', 使 从 该 点 观察 线段 4B 
与 从 X 观 察 有 相同 的 视角 呢 ? 这 里 总 算 有 一 个 我 们 容易 回答 的 问 
题 : 根据 加 的 内 接 角 的 一 个 熟知 的 性 质 ( 欧 几 里 德 IIL. 21), X 与 
X" 《如果 X' 存在 的 话 ) 两 点 必 在 通过 4、8 两 点 的 周一 圆周 
中 

到 现在 , 这 个 想法 算是 清楚 了 让 我 们 通过 已 知 点 4、B 画 
若干 个 贺 ， 如 果 这 样 一 个 圆 与 直线 交 于 两 点 , 如 图 8.3 中 的 X 与 
X', 那么 从 XX 与 X' 两 点 观察 线段 4B 就 有 相同 的 角度 , 但 是 这 个 
角度 不 可 能 是 最 大 的 : 在 X 与 X' 之 间 与 ! 相交 的 圆 将 产生 更 大 
的 角度 .与 ! 相交 的 圆 都 不 能 达到 目的 : 最 大 角度 的 顶点 应 是 通 
过 人 4、 了 的 圆 与 直线 ! 的 切 点 (图 8.3 中 的 M 点 ). 


1) 如 果 把 人 .4XB 看 成 是 治 直线 所 量度 的 距离 的 函数 ,那么 按 习惯 的 方法 可 以 
把 曲线 画 出 来 .图 8. 2 表示 一 个 定性 草图 ;以 纵 坐 标 XY 表示 么 4XB. 
2) 参看 图 8.2 就 很 容易 . 
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图 8.3 ”一 条 相 切 的 等 高 线 图 8.4 ” 另 一 条 想 切 的 等 高 线 


$ 3. 相 切 的 等 高 线 模式 


让 我 们 回顾 一 下 刚刚 求 到 的 解 ， 我 们 从 中 可 以 学 到 些 什么 ? 
其 中 本 质 的 东西 又 是 什么 ? 能 够 适当 地 概括 哪些 特性 ? 

经 过 回顾 ,表明 最 本 质 的 步骤 是 不 太 显著 的 .我 认为 ,决定 性 
的 步 台 是 开阔 了 我 们 的 眼界 ， 现 在 我 们 脱离 开 直 线 /在 平面 上 / 
外 的 一 些 点 处 来 考虑 最 大 化 数量 的 值 (4B 所 对 的 角 ): 我 们 考虑 
过 , 当 角 顶 在 平面 上 运动 时 角度 的 变化 ,也 考虑 过 角度 对 于 角 项 位 
置 的 依 束 关 系 ， 简 言 之 ,我 们 把 此 角度 看 作 是 变 点 ( 它 的 角 顶 ) 的 
函数 ， 而 认为 该 点 ( 角 顶 ) 是 在 平面 上 变化 的 

当 角 顶 沿 连接 4、8 两 点 的 贺 弧 移动 时 ,角度 保持 不 变 。 我 
们 称 这 样 的 加 弧 是 等 高 线 ， 这 种 表达 刻画 了 我 们 即将 得 到 的 一 般 
观点 ， 通 常 把 变 点 沿 着 变化 而 函数 值 保持 不 变 的 线 叫做 那个 函数 
的 等 高 线 . 

可 是 ,不 要 忘记 我 们 尚未 解决 的 问题 ， 当 角 顶 ( 变 点 ) 在 平面 
上 不 能 随便 移动 ,而 被 限制 在 规定 的 路 径 即 直线 ! 上 时 ,需要 我 们 
去 求 角度 ( 变 点 的 函数 ) 的 最 大 值 ， 那 么 在 所 规定 路 径 的 哪 一 点 上 
才能 达到 最 大 值 呢 ? 

虽然 我 们 已 经 知道 问题 的 答案 ， 但 是 还 是 让 我 们 更 好 地 解释 
它 吧 , 让 我 们 以 更 一 般 的 观点 考察 它 吧 . 我 们 来 研究 一 个 相当 一 
般 而 又 非常 直观 的 类 似 例子 . 

你 知道 地 图 上 或 地 形 图 上 (让 我 们 想到 一 个 丘陵 国家 )“ 等 高 
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线 " 或 “轮廓 线 "表示 什么 吗 ? 它们 是 表示 具有 相同 高 度 的 曲线 ;一 
条 等 高 线 连接 地 图 上 表示 地 面 海拔 高 度 相同 的 点 . 如 果 你 想像 海 
洋 升 高 100 英尺 ， 那 么 漫 入 海湾 的 一 条 新 海岸 线 将 随 这 个 新 的 海 
平面 上 升 而 出 现 ， 这 条 新 的 海岸 线 就 是 高 度 为 100 的 等 高 线 . 绘 
图 者 仅 画 几 条 相等 间隔 的 等 高 线 , 例如, 100, 200, 300,…; 也 可 
以 认为 ,在 每 一 高 度 上 都 有 一 条 等 高 线 , 这 样 , 等 高 线 就 通过 地 形 
上 的 每 一 点 。 变 点 的 函数 应 是 它 的 海拔 高 度 , 这 对 绘图 者 来 说 很 
重要 . 若 你 在 这 块 地 形 上 运动 ,那么 对 你 来 说 也 很 重要 ;其 函数 值 
沿 每 条 等 高 线 都 保持 不 变 . 

现在 ,这 里 有 一 个 与 我 们 刚刚 讨论 过 (在 $2 中 ) 的 类 似 问 题 。 
假如 你 沿 着 所 规定 路 径 上 的 一 条 道路 行走 ， 那 么 你 在 道路 上 的 哪 
一 点 才能 达到 最 大 高 度 昵 ? 

说 你 在 某 处 没有 达到 最 大 高 度 , 这 是 很 容易 做 到 的 . 你 通过 
一 点 正在 息 上 或 仆 下 , 该 点 肯定 不 是 最 大 高 度 点 。 也 不 会 是 最 小 
高 度 点 。 在 这 样 的 一 点 上 ， 入 生 的 全 东 入 和 起 : 在 所 规定 


“根据 这 个 花木 说 明 ， ye C52, 图 8.1,8.2, 8.3). 
考虑 所 规定 的 整 条 路 径 : 从 直线 1 与 4, B 两 点 连 线 的 交点 到 无 
穷 远 处 ( 即 右 端 )、 在 这 条 路 径 的 每 一 点 上 , 除 刚好 一 点 ,这 点 是 它 
与 一 条 等 高 线 ( 即 通过 4, B 两 点 的 圆 ) 的 切 点 外 , 都 与 一 条 等 高 
线 (以 4、B 为 端点 的 圆 弧 ) 相交. 最 高 点 无 论 在 哪儿 , 它 必 须 是 
这 样 一 点 ， 在 这 点 上 ,所 规定 的 路 径 与- 条 等 高 线 相 切 . 

有 了 这 个 例子 , 使 一 般 性 想法 很 受 启发 。 让 我 们 再 来 考究 这 
个 启发 ， 把 它 应 用 到 一 个 简单 的 类 似 情形 , 并 看 它 如 何 起 作用 。 
下 面 就 是 一 个 容易 的 例子 . 

在 本 条 已 知 直 线 上 求 二 点 ,该 点 与 已 知 点 有 最 小 的 距离 ， 

让 我 们 引进 相应 的 符号 ; 

4 是 已 知 点 ， 

4 是 已 知 直线 . 

不 言 而 喻 , 已 知 点 4 不 在 已 知 直线 a。 上。 我 们 要 求 从 4 到 a 
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的 最 短 距 离 . 

问题 的 解答 是 众所周知 的 . 现在 设想 你 正在 平静 的 海中 游 
泳 ,此 刻 你 正在 4 点 ;直线 4 象征 平 直 的 海滩 突然 你 害怕 了 , 想 
尽快 地 游 到 陆地 ， 但 是 海滩 的 最 近 点 在 哪里 ?无需 热 虑 , 你 会 知 
道 在 哪里 ， 其 至 连 狗 也 知道 . 陷 人 水 中 的 狗 或 牛 会 不 耽搁 地 沿 着 
从 4 到 “的 垂 线 开始 游 过 来 . 

然而 我 们 的 目的 却 不 是 去 求 这 个 问题 的 解 ， 而 是 考察 一 种 探 
求 中 的 普遍 思想 . 我们 想 要 最 小 化 的 量 是 变 点 与 已 知 点 4 的 距 
离 ， 这 一 距离 与 变 点 的 位 置 有 关 . 该 距离 的 等 高 线 显然 是 以 4 点 
为 其 公共 圆心 的 同心 圆 ， 而 “所 规定 的 路 径 ” 是 已 知 直线 a。 在 所 
规定 的 路 径 与 等 高 线 相交 的 点 上 不 能 达到 最 小 值 。 实际 上 , 在 所 
规定 的 路 径 与 等 高 线 相 切 的 《 仅 有 的 ) 一 点 上 ( 即 图 8.4 中 的 MM 点 
上 ) 才能 达到 最 小 值 。 从 点 4 到 直线 4 的 最 短 距离 是 以 4 为 圆心 
与 相 切 的 圆 的 半径 一 一 与 我 们 一 开始 就 知道 的 是 一 回 事 ， 可 
是 ,我 们 却 学 到 了 某 些 东西 . 现在 , 一 般 性 的 思想 显得 比较 清楚 
了 ,可 以 把 它 留 给 读者 去 完整 地 阐明 . 

只 要 记 清 上 述 问题 本 质 上 的 共同 性 ， 那 当然 就 会 应 用 解答 的 
同一 模式 去 处 理 类 似 的 问题 . 在 上 述 问题 中 , 我 们 考虑 了 一 个 在 
平面 上 变化 的 点 ， 并 求 该 点 的 函数 沿 着 一 条 所 规定 路 径 的 最 小 值 
或 最 大 值 。 我 们 还 可 以 考虑 空间 中 的 一 点 , 来 求 该 点 的 函数 沿 一 
条 所 规定 路 径 或 在 一 张 所 规定 曲面 上 的 最 小 值 或 最 大 值 ， 在 平面 
上 , 切 等 高 线 起 过 特殊 的 作用 这 促使 我 们 类 比 地 去 想 ,在 空间 中 
切 等 值 面 将 起 着 类 似 的 作用 。 


$4. 两 个 例子 


我 们 讨论 两 个 例子 ,这 两 个 例子 能 用 同一 方法 来 处 理 , 但 在 其 
他 方面 这 两 个 例子 之 间 却 毫 无 共同 之 处 。 

(CD 求 襟 闻 二 已 知 章 线 的 最 小 芋 高 。 
设 

e 与 4 是 两 条 已 知 的 空间 直线 ， 
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X 是 a。 上 的 一 个 变 点 ， 


Y 是 5 上 的 一 个 变 点 ; 
参看 图 8.5。 我 们 所 朗 确 定 的 是 线段 XY 的 4 
位 置 ,在 这 个 位 置 上 此 线段 是 最 短 的 . > a 
距离 XY 与 其 二 端点 X,Y 的 位 置 有 关 ， 、 
而 X,Y 两 者 都 是 变化 的 。 有 两 个 变 点 , 而 6 


不 是 一 个 变 点 ,这 就 足以 表明 问题 的 困难 性 . 
如 果 两 点 中 有 一 点 是 已 知 的 , 即 固定 的 ,不 变 
的 ， 而 只 有 另 一 点 变化 ， 那 么 问题 会 是 容易 
的 . 实际 上 ,这 不 是 新 间 题 ;而 是 与 刚刚 解决 
过 的 问题 ($ 3) 完 全 一 样 的 . 图 8.5 ”两 条 空间 
让 我 们 暂时 固定 一 个 原来 变化 的 点 ， 例 a 
如 Y， 于 是 线段 XY 就 在 通过 男 定 点 Y 和 已 知 直线 “的 一 个 平面 
上 ， 并 且 XY 的 端点 中 只 有 一 点 X 在 变化 ， 即 沿 直 线 “ 运动 显 
然 , 当 XY 成 为 “的 垂 线 时 , 它 才 变 得 最 短 ( 根 据 53, 图 8.4). 
然而 我 们 可 以 互 换 两 点 X 和 Y 的 地 位 。 作为 一 种 改变 , 现在 
我 们 来 固定 X ,而 使 > 单独 变化 。 显然 , 当 线 眉 XY 垂直 于 “时 ， 
它 变 得 最 短 . 
但 是 , XY 的 最 小 位 置 与 我 们 的 任意 选择 , 即 X,Y 的 地 位 无 
关 , 从 而 使 我 们 认识 到 XY 应 该 既 垂 直 于 “ 也 垂直 于 4。 再 让 我 
们 更 严密 地 考虑 此 种 情况 
实际 上 ,上 述 论证 不 能 直接 表明 最 小 位 置 在 哪里 (而 只 能 间接 
表明 它 应 该 在 哪里 )。 可 以 断言 ,如 果 线 眉 XY 在 X 点 不 与 直线 
垂直 , 那么 它 就 不 是 最 小 位 置 ， 事 实 上 , 固定 Y 点 ,把 X 点 移动 到 
使 XY 垂直 于 “的 位 置 上 , 这 样 做 的 结果 使 得 XY 更 短 些 (根据 
$ 3)。 这 个 理由 应 用 到 ,和 X 一 样 完全 适用 , 由 此 看 出 除非 线 
眉 XY 同时 垂直 于 a 和 4， 否则 这 个 线段 的 长 度 不 可 能 最 小 . 如 
果 有 最 小 距离 ,那么 它 必定 沿 着 两 条 已 知 直 线 的 公 重 线 . 
我 们 不 能 认为 任何 事情 都 是 当然 的 ， 实际 上 , 一 看 就 知道 公 
垂 线 确实 是 最 短 距离 ， 在 图 8.5 中 , 假设 图 所 在 的 平面 既 平 行 于 
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直线 a, 又 平行 于 直线 5 (a 在 上 , 在 下 )。 我 们 来 考虑 空间 中 任 
何 的 点 或 线 ,如 图 8.5 中 用 它们 的 垂直 投影 所 表示 的 .线段 XY 的 
真实 长 度 是 一 个 直角 三 角形 的 斜 边 ; 这 个 直角 三 角形 的 另 一 边 是 
在 图 8.5 中 看 到 的 XY 的 垂直 投影 ; 第 三 边 是 两 张 平行 平面 的 最 
短 距 离 , 一 张 平面 通过 a, 另 一 张 平面 通过 5, 两 者 都 平行 于 图 所 在 
的 平面 , 第 三 边 也 垂直 于 图 所 在 的 平面 . 因此 , 图 8.5 中 所 表示 
的 XY 的 投影 越 短 ,XY 本 身 也 越 短 。 当 且 仅 当 XY 垂直 于 图 所 在 
的 平面 , 从 而 垂直 于 二 直线 * 和 2 时 ,，XY 的 投影 化 为 一 点 ， 它 的 
长 度 变 成 0, 如 此 ,XY 的 长 度 最 短 . 

这 样 ， 我 们 又 用 另外 一 种 方法 直接 证 明了 以 前 的 发 现 是 正确 
的 . 

2) 给 定 边 数 ,在 已 知 加 中 求 内 按 多 边 形 的 最 大 面积 ， 

已 知 一 圆 , 在 其 圆周 上 必须 选择 多 边 形 的 = 个 顶点 U,，，…*， 
琴 , X,Y 和 Z, 以 使 面积 成 为 最 大 ， 正如 (1) 中 所 述 问题 一 样 ， 
主要 的 困难 就 在 于 有 许多 变量 (顶点 可，.…， 了 三,X,Y 和 2Z). 也 
许 , 我 们 应 该 尝试 上 述 问题 中 使 用 过 的 方法 . 那么 这 个 方法 的 基 
本 点 是 什么 呢 ? 让 我 们 认为 问题 已 近乎 解决 . 设想 除 一 个 顶点 ， 
比如 说 X 外 ,其 余 各 顶点 已 在 所 求 的 位 置 上 ， 这 样 ,其 余 ” 一 工 个 
点 U，，…，Y 和 Z 已 经 固定 ,其 中 每 一 点 都 在 它 应 处 的 位 置 上 , 剩 
下 的 就 是 选择 X 以 使 多 边 形 的 面积 最 大 .然而 整个 面积 由 两 部 分 
组 成 : 一 个 具有 ” 一 1 个 固定 顶点 的 多 边 形 VU:……WY 2Z, 它 与 X 
无 关 ; 一 个 三 角形 W XY, 它 与 X 有 关 . 我 们 把 注意 力 集中 在 这 个 
三 角形 上 , 当 整 个 面积 成 为 最 大 时 ,此 三 角形 的 面积 也 必须 成 为 最 
大 ,参看 图 8.6.。 人 WXY 的 底 边 WY 是 固定 的 如果 顶点 X 沿 着 
底 边 矿 Y 的 一 条 平行 线 移动 , 那么 它 的 面积 保持 不 变 这 样 与 
WY 平行 的 直线 就 是 等 高 线 . 我 们 挑 出 相 切 的 等 高 线 : 平行 于 
WY 的 圆 的 切线 .显然 其 切 点 就 是 X 的 位 置 , 它 使 人 WXY 的 面 
积 成 为 最 大 . 当 X 处 在 这 个 位 置 上 时 ，wWX 一 XY, 三 角形 是 等 
腰 的 ,于 是 , 若 要 多 边 形 的 面积 最 大 ,其 这 两 条 邻 边 必须 相等 . 同 
样 的 理由 也 适用 于 任何 一 对 邻 边 : 当面 积 达 到 最 大 时 , 所 有 的 边 
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图 8.6 ”最 大 面积 的 三 角形 
必须 全 部 相等 ， 因 此 具有 最 大 面积 的 加 内 接 多 边 形 必定 是 正 多 边 
形 . 


$ 5. 局 部 变动 的 模式 


对 照 上 一 节 (84) 讨论 过 的 两 个 例子 , 我 们 容易 看 出 某 些 共 性 
以 及 解答 的 共同 模式 ， 在 上 述 的 两 个 问题 中 , 我 们 寻求 的 是 依赖 
于 多 变 因 素 中 的 单 变 量 的 极 值 (最 大 或 最 小 )、 在 上 述 两 个 解答 
中 , 除 一 个 可 变 因 素 外 , 我 们 暂时 固定 其 余 所 有 的 初始 可 变 因素 ， 
而 研究 这 个 单独 因素 变化 的 结果 ， 所 有 可 变 因 素 同 时 变动 , 或 全 
体 变动 不 是 那么 容易 观察 得 到 的 。 仅 单独 一 个 因素 变动 而 其 余 因 
素 固定 时 ,用 研究 局 部 变动 的 方法 ,来 处 理 我 们 的 例子 会 产生 好 的 
效果 ， 此 方法 的 基本 原则 是 : 人 


这 名 洁具 相当 的 般 性 ， 2 J 方面 的 不 必要 的 限 

制 : he ee 次 仅 变动 一 个 因 业 的 做法 . 我 
们 还 可 以 设想 , 在 另外 的 例子 中 , 一 次 刚好 改变 两 个 因素 ,或 者 三 
个 因素 ,等 等 ,而 其 余 因 素 固 定 , 这 样 做 可 能 更 有 利 .。 在 这 样 的 情 
形 下 , 我 们 仍然 可 以 认为 是 “局 部 变动 ~， 现在 一 般 性 概念 就 显得 
十 分 清楚 了 ,再 举 一 例 之 后 ,读者 当 会 完全 自己 着 手 解决 问题 , 

让 -长 为 /的 直 绿 分 也 ”了 , 水 这 ”各 生 积 的 六 太 人 

设 ， X29>"**， Xn 表示 这 段 的 长 度 ; zz xi 是 满足 
和 式 

区 :十 

的 正 数 ， 要 求 使 得 乘积 六 如 … xr 最 大 . 
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首先 , 我 们 来 研究 最 简单 的 特殊 情形 : -已 知 两 正 数 之 和 为 
五 十 为 ; 求 它们 乘积 mm x 的 最 大 值 。 我 们 可 以 把 x, x; 说 成 是 一 
个 矩形 的 两 条 邻 边 ， 并 且 把 这 个 问题 重新 叙述 为 如 下 的 更 为 有 趣 
的 形式 : 已 知 一 个 矩形 的 周 长 为 工 , 求 它 的 最 大 面积 .实际 上 , 刚 
才 所 提 到 的 两 边 之 和 是 已 知 的 : 


= 十 二 于. 


有 一 个 明显 的 猜测 : 当 此 矩形 成 为 正方 形 时 ,面积 变 得 最 大 。 
要 证 明 这 个 猜想 是 不 困难 的 ， 周 长 为 工 的 正方 形 每 边 等 于 
工 二 站 + x» 
4 2 
我 们 必须 证 明 这 个 正方 形 的 面积 比 和 矩形 的 面积 大 ,或 者 相同 ， 
即 两 个 面积 之 差 
(三 士 二) i 


2 
是 正 的 (或 者 为 0), 是 这 样 吗 ?用 很 少 的 代数 知识 就 够 了 , 可 以 看 


出 
3 一 xz 2 
Co 
一 目 了 然 , 这 个 公式 说 明了 全 部 情况 . 除 x 一 x,, 即 此 甜 形 为 一 
正方 形 外 ,上 式 右 端 总 是 正 的 . 
简 言 之 ,具有 已 知 周 长 的 矩形 , 当 其 为 一 正方 形 时 , 面积 达到 
最 大 ;具有 已 知 和 的 两 个 正 数 , 当 此 二 数 相等 时 ,乘积 达到 最 大 . 
让 我 们 尝试 利用 刚刚 解决 了 的 特殊 情形 作为 基石 ， 去 解决 一 
般 问 题 .假设 问题 已 经 近乎 解决 . 可 以 设想 , 除 前 两 部 分 nx: 外 ， 
其 余 各 部 分 已 经 得 到 所 变 求 的 值 . 于 是 , 我 们 把 x 和 *; 看 作 变 
量 , 而 把 =:，x4，'…，xw 看 作 常量 .两 个 变量 的 部 分 和 是 常数 , 即 


十 二 一 一 
现在 ,只 有 当前 两 部 分 的 乘积 x, x; 达到 最 大 时 ,所 有 部 分 的 乘积 
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IT? (2 和 bay xn) 

才能 达到 最 大 。 然 而 ,这 需要 x 一 x.， 也 没有 理由 说 明 其 余 任 何 
两 部 分 应 该 不 等 。 除非 具有 已 知 和 的 所 有 数 都 相等 ,否则 这 些 数 
的 乘积 不 可 能 达到 所 希望 的 最 大 值 . 我 们 援引 麦克 劳 林 (C. Mac- 
Laurin，1698~ 1746) 的 话 : “如 果 把 直线 分 成 4C, CD, DE， 
若干 段 ,那么 只 有 当 这 些 段 彼此 都 相等 时 ,所 有 这 些 侦 乘 上 另 一 
段 的 乘积 才能 成 为 最 大 . 前述 的 推理 就 是 根据 他 的 话 . 

根据 前 面 证 明 的 阐述 , 读者 会 学 到 很 多 东西 。 那么 它 十 分 令 
人 满意 吗 ? 


$ 6. 算术 平均 与 几何 平均 的 定理 及 其 初步 推论 
让 我 们 重新 考虑 上 东 的 结果 : 设 若 
十 十 十 …: 十 x 一 1， 
除非 阅 一 导 一 六 一 一 和 一 4/ 总 有 


7 
moms (二 ) 


n 


现在 消去 ,可 用 下 式 重 述 此 结果 : 
a 
ttt 


n 


Ne 
或 


n 


ee I 


除非 所 有 的 正 数 Xis X29 os Xa 都 相等 ， 上 述 不 等 式 恒 成 立 ; 如 果 
CA 基 不 村 赤诚 和 式 上 上 不等式 的 左 端 称 作 
xi 2 xm 的 几何 平均 , 右 端 称 作 rm， xz，-… ,xn 的 算术 平均 。 
刚刚 叙述 过 的 定理 有 时 称 作 “算术 平 沟 与 几何 平 艾 定理 >。 或 者 简 
称 作 “ 平 均 定理 ”. 

在 许多 方面 ,平均 定理 是 有 趣 的 和 重要 的 ， 值 得 提出 的 是 , 它 
可 以 叙述 为 下 面 两 种 不 同 的 形式 : 

党 "个 下 天才 相等 时 ， 且 春 已 知 和 的 这 * 个 娄 的 节 积 达到 最 
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大 . 
当 = 个 正 数 都 相等 时 。 具 有 已 知 乘积 的 这 = 个 数 的 和 达到 最 
小 。 

第 一 种 叙述 与 最 大 值 有 关 , 第 二 种 叙述 与 相应 的 最 小 值 有 关 。 
前 一 节 的 推导 针对 第 一 种 叙述 。 系 统 地 改变 这 个 推导 过 程 就 可 以 
得 到 第 二 种 叙述 。 但 是 ,为 了 简单 ,对 于 这 两 个 平均 之 间 的 不 竺 
式 ,我 们 采取 对 两 者 都 公平 的 叙述 : 必须 认为 不 等 式 的 一 端 或 另 
一 端 是 已 知 的 ,才能 得 到 一 端 或 另 一 端的 极 值 。 我 们 把 这 两 个 (本 
质 上 等 价 的 ) 叙 述 称 作 共 元 撤 述 . 

平均 定理 给 出 许多 有 关 最 大 最 小 几何 问题 的 解 。 这 里 我 们 只 
讨论 一 个 例子 (其 他 几 个 例子 可 在 本 章 末 的 例题 和 注释 中 找到 ). 

已 知 盒子 的 表面 面积 , 求 其 最 大 容积 . 

用 “盒子 ”一 词 来 代 蔡 “平行 六 面体 ”一 词 ,是 因为 它 足以 说 明 
问题 , 比 用 专门 术语 要 简捷 得 多 . 

稍 加 思索 ,问题 的 解 立刻 想得到 ,比较 容易 的 方法 是 把 平均 值 
定理 简化 如 下 . 设 

a， 6，c 表示 从 同一 顶点 引出 的 盒子 的 三 条 楼 的 长 度 ， 

3 表示 表面 面积 ， 

了 表示 容积 . 

显然 

S=2(ab + ac+be), V= abe, 
可 见 sb， ac 和 be 三 个 量 之 和 为 5/2， 而 它们 的 乘积 为 V7, 自然 想 
到 平均 定理 ,除非 


60 一 ac 一 bc 


或 等 同 地 
4 一 一 c， 
总 可 得 
pz (abe) 一 2 十 < 十 4) (3). 
亦 即 


V < (5S/6)%, 
当 等 式 成 立时 ,盒子 成 为 一 个 立方 体 . 我 们 用 两 种 不 同 的 (时 然 本 
质 上 等 价 的 ) 形 式 来 表示 这 个 结果 . 
县 有 一 害 表 厨 而 各 的 肝 有 拿手 当中 训 体 的 窜 和 天 全 


加 前 记过 ,我 们 可 以 和 这 丙种 公示 站 类 相 入 同 衬 ,共和 人 
述 二 者 之 中 ,一 个 涉及 到 最 大 值 , 另 一 个 涉及 到 最 小 值 ， 

上 述 的 平均 定理 有 它 的 优点 我 们 可 以 把 它 当 作 一 个 模式 ， 
可 以 把 能 够 类 似 地 应 用 平均 定理 的 场合 汇集 在 一 起 . 

第 八 章 的 例题 和 注释 
第 一 部 分 

1， 平 面 凡 何 中 的 最 小 和 最 大 距离 ， 求 (1) 两 点 ,(2) 一 点 与 一 
直线 ,(3) 两 条 平行 直线 之 问 的 最 小 距离 . 

求 (4) 一 点 与 一 贺 ,(5) 一 直线 与 一 圆 ,(6) 两 圆 之 间 的 最 小 以 
及 最 大 虐 离 

在 所 有 的 情形 下 , 问题 的 解 都 是 显然 的 。 对 茶 些 情形 至 少 应 
回忆 起 初等 证 明 。 

2. 空间 几何 中 的 最 小 和 最 大 距离 ， 求 (1) 两 点 ,(2) 一 点 与 一 
平面 ,(3) 两 平行 平面 ,(4) 一 点 与 一 直线 , (5) 一 平面 与 一 平行 直 
线 ,(6) 两 条 空间 直线 之 间 的 最 小 距离. 

求 (7) 一 点 与 一 球 ,(8) 一 平面 与 一 球 ,(9) 一 直线 与 一 球 ,(10) 
两 球 之 间 的 最 小 以 及 最 大 距离 

3. 平面 上 的 等 高 线 .考虑 一 变 点 与 一 已 知 (1) 点 ,(2) 喜 线 ， 
(3) 园 的 距离 ， 等 高 线 是 什么 ? 

4， 空 间 中 的 等 值 面 .考虑 一 变 点 与 一 已 知 (1) 点 ,(2) 平 面 ， 
(3) 直线 ,(4) 球 的 上 距离， 等 值 面 是 什么 ? 

5 试用 等 高 线 法 解答 例 1 的 问题 

6， 试 用 等 值 面 法 解答 例 2 的 问题 . 

7. 已 知 三 角形 的 两 边 ,试用 等 高 线 法 求 其 最 大 面积 
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8， 已 知 三 角形 的 一 边 和 周 长 , 试 用 等 高 线 法 求 其 最 大 面积 . 

9， 已 知 矩 形 的 面积 , 试用 等 高 线 法 求 其 最 小 周 长 . 《在 直角 
坐标 系 中 , 设 (0, 0) 《x，0), (0,y),《x，y) 为 矩形 的 四 个 顶点 ， 
再 利用 解析 几何 的 知识 .》 . 

10. 验证 下 面 这 名 话 :“ 从 一 已 知 点 到 一 已 知 曲线 的 最 短 距 - 
离 垂直 于 已 知 曲线 .” 

11， 穿 过 等 高 线 的 原则 ， 一 个 点 函数 f, 点 在 一 平面 上 变化 ， 
考虑 f 沿 一 条 规定 路 径 的 最 大 值 和 最 小 值 ; f 的 等 高 线 把 平面 分 
隔 成 两 个 区 域 ;在 其 中 一 个 区 域 了 取 比 等 高 线 本 身高 的 值 ,在 另 一 
个 区 域 了 取 比 等 高 线 本 身 低 的 值 . 

如 果 所 规定 的 路 径 穿 过 等 高 线 ， 那 么 f 在 穿 过 的 该 点 上 既 不 
能 达到 最 大 值 ,也 不 能 达到 最 小 值 . 

12. 图 8.7 是 一 张 地 形 图 , 图 上 给 出 一 个 峰 点 (最 高 点 ) P 和 
一 个 路 口 (或 具有 水 平 切面 的 鞍点 ) S$， 当 你 徒步 旅行 在 这 样 一 个 
地 区 时 ， 在 你 所 走路 径 与 一 条 等 高 线 相 切 的 切 点 上 一 定 能 够 到 达 
最 高 点 吗 ? 


图 8.7 ”地形 图 上 的 等 高 线 
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13. 设 4 与 8 表示 两 个 已 知 点 ， 外 表示 平 面 上 的 一 个 变 点 . 
在 XX 点 由 线段 48B 所 张 成 的 角 (一 4XB) 可 以 在 0° 与 180° 之 间 
取 任 何 值 (包括 界限 值 ), 它 是 变 点 XxX 的 函数 . 
《1) 给 出 等 高 线 的 一 个 完整 叙述 . 
(2) 两 条 不 同 的 等 高 线 中 , 哪 一 条 对 应 于 较 大 的 角度 值 ? 
可 以 借助 图 8.1 和 图 8.3， 不 过 现在 你 应 该 认识 到 是 从 两 边 去 
看 线段 48. 
14， 考 虑 图 8.1, 8.2, 8.3, 4XB 定义 如 例 13，, 求 其 沿 1 的 
最 小 角度 值 .该 结果 是 否 与 例 11 的 原则 相 一 致 ? 
15. 已 知 一 个 盒子 (平行 六 面体 ) 的 容积 , 试用 局 部 变动 法 求 
其 表面 面积 的 最 小 值 
16， 具 有 已 知 周 长 的 所 有 三 角形 中 , 哪 一 个 面积 最 大 ?[ 例 8. ] 
17. 在 已 知 球 内 的 所 有 内 接 四 面体 中 , 哪 一 个 体积 最 大 ? [你 
知道 与 此 有 关 的 问题 吗 ?] 
18. 已 知 由 四 面体 的 同一 顶点 引出 的 三 条 楼 的 长 度 ay, pc， 
求 其 最 大 体积 . [你 知道 与 此 类 似 的 问题 吗 ?] 
19， 求 球 与 圆柱 之 间 的 最 短 距离 . (圆柱 是 无 限 长 的 旋转 贺 
柱 体 .》 
20， 求 具有 斜 轴 的 两 个 圆柱 之 间 的 最 短 距 离 . 
21， 验 证 下 面 的 话 :“ 两 张 已 知 曲面 之 间 的 最 短 距 离 与 两 张 
局 部 变动 原则 .如果 多 变量 X, 了 ,Z ，… 的 函数 /X,Y， 
时 一 4, YY 一 B，Z 一 C,.…… 处 达到 最 大 值 ,那么 单 
变量 X 的 函数 /(X， B,C,…*) 在 XX 一 4 处 ,二 变量 X,Y 的 也 
数 作 X,Y, C,…) 在 X= 二 4,Y = B 处 ,等 等 ,也 达到 最 大 值 。 
过 用 加 关外 有 潮 任何 闻 分 这 量 邦 法 到 最 太 信 ， 才能 


2 等 高 线 原则 和 局 部 变动 原则 它们 通常 只 
给 出 “否定 的 信息 ”。 它们 直接 表明 ,在 哪些 点 所 讨论 的 函数 f 不 
能 达到 最 大 值 ， 而 我 们 必须 由 此 推断 7 在 哪里 才能 达到 最 大 值 。 
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f 究竟 在 哪里 达到 最 大 值 不 能 仅 从 这 两 个 原则 推出 ， 可 是 最 大 值 
的 存在 性 有 时 可 用 某 些 限定 的 理由 推出 。 例如 , 最 大 值 的 存在 性 
往往 可 以 从 多 变量 连续 函数 的 一 般 性 定理 ? 推出 。 总 之 , 无 论 何 
时 , 从 直观 的 观点 来 看 , 最 大 值 的 存在 性 都 是 不 成 问题 的 , 我 们 有 
充分 理由 能 够 想到 会 有 某 种 特殊 的 方法 或 一 般 性 定理 用 在 存在 性 
及 其 证 明 上 . 

24. 局 部 变动 模式 的 一 个 变形 : 无 限 过 程 . 

已 知 x 十 》 十 z 一 /， 求 zyz 的 最 大 值 . 

我 们 认为 +, y, z 都 是 正 的 , ! 是 已 知 的 .现在 的 问题 是 $5 中 
间 题 的 特殊 情形 ,仿照 该 节 中 所 用 到 的 方法 , 保持 三 个 数 x，y，z 
中 的 一 个 不 变 , 而 变化 另外 两 个 并 使 其 相等 , 来 增 大 它们 的 乘积 . 
假设 我 们 从 任意 已 知 数组 (x, y, z) 开始 ; 履行 上 述 手续 , 变 到 另 
一 数组 (x1, y1， z1); 然后 再 变 到 另 一 数组 (x,， yz2)， 从 而 又 变 
到 (xs y3， z3)， 如 此 等 等 。 让 我 们 依次 保留 不 变 的 三 项 :首先 * 
项 ,其 次 y, 再 次 z, 而 后 又 x, 其 次 y, 再 次 z, 然后 再 *， 如 此 等 等 ， 
因此 ,可 设 


> 二 :可 
2 一 =z 一 + 3 
2 
十 
Pe Bom de! 二 一 和 2 
2 
23 一 22) on a 三 
2 
,十 
x4 = Xs y= 一 i 


每 一 步 都 保持 和 不 变 , 而 增 大 面积 : 
+yts= nT 
1 如 果 :个 多 变 忆 内 数 在 -- 个 亲 集 上 连续 ， 那么 它 一 定 有 上 、 下 界 并 能 达到 ， 这 
个 定理 为 哈代 所 推广 , 见 < 纯 数学 » (G. HH. Hardy, Pure Mathematics)， 第 194 
页 ,定理 2， 
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XY 过 LD ed 
急 设 ， 关 = 以 及 x 关 = (这 并 非 是 特殊 情形 ; 在 特殊 情形 下 ， 
我 们 比较 容易 得 到 结论 . ) 自 然 我 们 希望 , 当 7 增 大 时 ,三 个 数 x，， 
ys， zs 彼此 之 差 越 来 越 小 .如 果 我 们 最 后 能 够 证 明 
lim Xa lim ys = lim zs» 
那么 可 以 立刻 推出 
ye limxs ya zs — (1/3, 
但 是 ,开始 并 没有 假设 最 太 值 的 存在 性 ,所 以 我 们 是 以 相当 大 的 代 
价 获得 这 个 结果 的 . 
试 证 
lim Xn 一 lim yr lim Zs» 
25, 局 部 变动 模式 的 另 一 个 变形 : 有 限 过 程 . 还 要 涉及 到 例 
24 的 问题 ， 然而 我 们 现在 利用 到 的 是 55 方法 的 一 个 较为 复杂 的 
变形 . 
设 1 一 34; 因 此 ,4 是 x,y, ?的 算术 平均 ,并 且 有 
(x—A)+(y—A)+(z—A)=0. 
可 能 碰 到 x 一 一 z。 若 不 然 的 话 , 上 式 左 端 差 中 的 某 一 项 必 是 
负 的 ,而 另 一 项 是 正 的 . 不 妨 记 作 
> 一 4 一 zx。 
现在 从 数组 (x，y, z) 变 到 数组 《x’, yz), 令 
X=—7x, y=A, 2 =y+(z—A); 
保留 第 一 个 量 不 变 ， 于 是 有 
rx 十 y++z 一 x 十 十 2 
以 及 
yz 一 yz 一 4 十 z 一 4) 一 yz 
一 (4 一 ?)(z 一 4)>0， 
因此 
Xzys<xy 2 
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这 就 可 能 碰 到 x' 一 y' = s 的 情形 ， 若 还 不 然 , 则 再 从 (> : 
yz) 变 到 (x",y",z” ), 令 
Fy i 中 十 和 
2 


便 得 到 
2 一 ] 一 2 一 4 
并 且 乘 积 再 次 增 大 ( 正 像 我 们 从 $ 5 中 知道 的 ) ,于 是 乎 
ys < 一 人 一 ee Es 二 


CE 


($6), 


z 是 到 此 三 角形 三 边 的 距离 ;参看 图 8.8， 于 是 

xz 十 ?十 2 一 ?。 
(为 什么 ?) 数 <，y，z 称 作 P 点 的 三 角形 坐标 ， 具 有 和 为 ! 的 三 个 
正 数 *, yz 的 任何 数组 (x, y, z) 可 以 看 成 是 三 角形 中 唯一 确定 
点 的 坐标 


图 8.8- 三 角形 坐标 图 8.9.。 通 近 中 心 的 连续 步 又 
例 24 中 所 考虑 的 点 列 
(x3 y3 2)» x1 1s %1)s (ras a3 1) 
用 图 8.9 中 的 点 列表 示 .。 连接 一 串 点 的 线段 依 次 平行 于 三 角形 的 
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各 边 , 即 依次 平行 于 第 一 边 . 第 - - 边 和 第 三 边 , 而 后 又 第 一 边 ,如 此 
等 等 ;每 一 线 侦 的 端点 都 在 三 角形 的 高 线 上 (为 什么 ?? 试 用 三 点 
各 两 线段 来 表示 例 25 的 过 程 . (如 何 表示 ?) 

27. 重新 芳 虑 例 4 (2) 中 的 论证 并 改进 它 , 先 把 例 24, 然 后 把 
例 25 作为 模型 . 

28， 函数 fx、y ,z) 在 (a，5，c) 点 具有 极 大 值 或 极 小 值 的 必 
要 条 件 是 偏 导数 

OF Of OE 
Br” Oy ” Oz 

对 x=a,y 一 b,z 一 c 为 0. 

该 定理 通常 的 证 明 方 法 可 以 作为 我 们 所 建立 的 模式 中 的 一 个 
范例 ， 它 是 哪 一 个 ? 

29. (用 偏 导数 ) 叙述 函数 1(x,y) 在 边界 条 件 (或 辅助 条 
件 ) 下 极 大 值 或 极 小 值 的 一 个 著名 的 必要 条 件 *, x,y 通过 方程 
8《x，y) 一 0 一 一 边界 条 件 相 联系 。 说 明 它 与 切 等 高 线 模式 的 关 
系 . 

30. 按照 例 29 中 所 述 的 条 件 ， 重 新 验证 例 12 解 中 提 到 的 情 
形 、 有 什么 矛盾 吗 ? 

31， 叙 述 函 数 f(z，》，z) 在 边界 条 件 g (x,y,z) 一 0 下 取 
极 天 值 或 极 小 值 的 一 个 著名 的 必要 条 件 . 说 明 它 与 切 等 值 面 模式 
的 关系 . 

32， 叙述 沙 数 1《x,y, z) 在 两 个 联 立 的 边界 条 件 g(x, y, x) 
一 0 和 h(x,y,x) 一 0 下 取 极 大 值 或 极 小 值 的 一 个 著名 的 必 
要 条 件 ， 说 明 它 与 切 等 值 面 模式 的 关系 . 


第 二 部 分 


例 33 用 来 说 明 下 面 所 用 到 的 术语 和 符号 ,因此 首先 应 该 阅 悉 
此 例 . 


* 此 条 件 在 琉 分 法 中 称 作 拉 格 朗 日 《Langrange) 条 件 ; 在 现代 最 优化 方法 中 称 
作 库 恩 - 塔 克 Kuhn-Tucker) 条 件 ， 下 同 , 一 一 详 者 注 
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多边形 和 多 面体 .面积 和 周 长 . 体积 和 表面 。 研究 多 沈 

4 表示 面积 ， 

工 表示 周 长 . 
研究 多 面体 时 : 

有 表示 体积 ， 

S 表示 表面 面积 . 
我 们 将 讨论 与 4 和 工 , 或 V 和 S 有 关 的 最 大 和 最 小 问题 。 这 样 一 
些 问 题 早 在 古 希 腊 就 为 人 们 所 知 ?. 我 们 将 主要 讨论 吕 依 埃 (Simon 
Lhuilier) 和 斯 坦 纳 《Jacob Steiner)? 论 述 过 的 问题 。 初 等 代数 不 等 
式 , 特别 是 平均 定理 ($ 6) 在 解 下 列 大 多 数 问 题 中 证 明 是 有 用 的 . 

这 些 问 题 只 不 过 时 常用 来 处 理 最 简单 的 多 边 形 (三 角形 和 四 
边 形 ) 以 及 最 简单 的 多 面体 (棱柱 和 棱锥 )， 我 们 必须 学 习 一 点 常 
用 术语 . 

两 个 棱锥 在 公共 底 的 两 侧 相 对 而 立 ， 组 合成 一 个 对 项 棱锥 ， 
如 果 底 有 * 条 边 , 那么 对 项 棱锥 有 2 个 面 ,= 十 2 个 顶点 , 32 条 
楼 . 底 不 是 对 项 棱锥 的 面 ， 

所 有 侧面 都 垂直 于 底 的 棱柱 叫 作 正 棱柱 ， 

底面 内 接 于 圆 ,高 过 圆心 的 棱锥 叫 作 正 楼 锥 . 

两 个 正 棱锥 形成 对 顶 棱 锥 ,并 且 关 于 公共 底 互 相对 称 , 这 样 的 
对 项 棱锥 叫 作 正 对 项 棱锥 . 

棱柱 、 棱锥 或 对 顶楼 锥 不 是 “ 正 的 ”, 就 称 它 是 “ 斜 的 ， 在 五 种 
正 的 立体 中 ; 刚好 有 一 个 棱柱 , 刚好 一 个 棱锥 , 以 及 刚好 一 个 对 顶 
楼 锥 , 后 者 又 分 : 三 面 对 顶 棱锥 、 四 面 对 顶 棱锥 和 八 面 对 顶 棱锥 ， 
其 中 每 一 类 都 有 一 种 “ 正 ” 立 体 . 

我 们 也 将 考虑 圆柱 、 圆 锥 和 对 项 圆锥 ; 如 果 不 加 说 明 , 总 认为 


1) 巴巴 斯 ,< 珍藏 > (Pappus，Collectiones)， 书 V. 

2) 西蒙 吕 依 埃 ，< 多 边 形 及 初等 等 周 问题 概 说 >(Simon ILhuilier,，Polygono- 
maltrie et Alrégé d'lsopérimétrie élémentoire), Genéve, 1789. J. 斯 坦 纳 ) 
< 全 集 > (J. Steiner，Gesammelte Werke); 第 2 卷 ,177~308 页 . 
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它们 的 底 都 是 圆 ， 

34. 具有 正方 形 底 的 正 棱柱 ， 在 已 知 体积 且 具 有 正方 形 底 的 
所 有 正 楼 柱 当中 ， 以 立方 体 的 表面 面积 最 小 . 

试用 平均 定理 直接 证 明 已 经 证 明 过 的 一 个 定理 (参见 $6， 例 
15) 的 这 种 特殊 情形 . 

你 可 以 着 手 如 下 试验 ， 设 了 , S, * 和 ?7 分 别 表示 体积 、 表 面 
面积 底 边 和 棱柱 的 高 ， 于 是 

V=xy, 5S=2xr+4ry. 
应 用 平均 定理 ,得 
(S/27 = [27 + 4xy)/2 2 2x. 4xy = 8x3y, 
现在 还 没有 用 到 它 与 V? = x?y 的 关系 一 一 平均 定理 似乎 用 不 
世 s 

但 是 ,这 种 说 法 欠 考虑 , 说 得 过 早 , 是 不 会 应 用 平均 定理 的 说 
法 .请 再 试验 一 下 . [ 想 要 的 结论 是 什么 ?] 

35. 正 圆柱 .在 例 34 中 所 考虑 过 的 所 有 楼 柱 当 中 ,只 考察 内 
接 于 球 的 立方 体 , 进 而 证 明 : 具有 已 知 体积 的 所 有 正 圆柱 当中 ,内 
接 于 球 的 圆柱 有 最 小 的 表面 面积 .[ 想 要 的 结论 是 什么 ?] 

36， 一 般 的 正 棱柱， 已 知 一 个 正 棱柱 的 体积 和 底 的 少 状 (但 
不 知道 大 小 ). 试问 它 表面 面积 ,包括 底面 积 在 内 , 何 时 最 小 ? 【你 
知道 与 此 有 关 的 问题 吗 ?] 

37， 具 有 正方 形 底 的 正 对 顶楼 锥 ， 试 证 : 具有 正方 形 底 而 有 
已 知 体积 的 所 有 正 对 顶 棱锥 当中 ， 以 正八 面体 的 表面 面积 最 小 . 

38. 正 对 项 锥 . 考虑 正八 面体 的 内 切 球 , 它 与 每 一 个 侧面 在 
侧面 的 中 心 相 切 , 切 点 把 侧面 的 高 分 成 1 与 2 之 化 ,进而 证 明 : 具 
有 已 知 体积 的 所 有 正 对 顶 锥 当中 ， 内 切 球 的 切 点 把 母线 分 成 1 与 
2 之 比 的 对 项 锥 有 最 小 的 表面 面积 . 

39， 二 般 的 正 对 顶 棱锥 .已 知 正 对 顶 棱 锥 的 体积 和 底 的 形状 
《但 不 知道 大 小 ) ,试问 包括 底面 在 内 ,什么 情况 下 其 表面 面积 为 最 
小 ? 此 时 底面 面积 占 几 分 之 几 ? 

40. 已 知 三 角形 面积 , 求 其 最 小 局 长 . [你 能 预言 它 的 结果 
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吗 ? 若是 你 想 试用 平均 定理 , 则 需 用 边 把 面积 表示 出 来 .] 

41. 已 知 四 边 形 的 面积 , 求 其 最 小 周 长 . [你 能 预言 它 的 结果 
吗 ? 设 a,5, c, 2 是 它 的 四 边 , s 是 两 个 对 角 之 和 ,试用 a,b, c,d 
和 把 面积 4 表示 出 来 . 这 是 用 海伦 (Heron) 公式 所 解 问题 的 推 
广 .] 

42， 如 果 一 个 正 棱柱 和 一 个 斜 棱 柱 有 相同 的 体积 和 相同 的 
底 , 那 么 以 正 棱 柱 的 表面 面积 较 小 . 

如 果 一 个 正 棱锥 和 一 个 斜 棱锥 有 相同 的 体积 和 相同 的 底 ， 那 
么 以 正 楼 锥 的 表面 面积 较 小 . 

如 果 一 个 正 对 顶 棱锥 和 一 个 斜 对 项 棱锥 有 相同 的 体积 和 相同 
的 底 ,那么 以 正 对 顶 棱 锥 的 表面 面积 较 小 . 

在 上 面 的 三 句 话 中 ， 所 比较 的 一 对 立体 的 底 在 形状 和 大 小 两 
方面 是 一 样 的 . (当然 ,体积 只 有 大 小 一 样 .》 

从 这 三 句 话 中 选择 对 你 来 说 是 最 容易 的 证 明之 . 

43， 几何 应 用 于 代数 ， 试 证 : 车 mx Vi ov， 
vn 都 是 实数 , 则 有 

M 嫩 十 由 十 V 同 十 三 十 十 V 同 十 夸 


Vu 十 的 十 十 Wo 十 ( 坝 十 刀 十 -十 va) 
当 且 仅 当 
UV HV ep 

时 等 式 成 立 ，[ 在 直角 坐标 系 中 考虑 # 十 工 个 点 已 , Pi,……，P。 
以 及 折线 P,P P.… P, 的 长 度 .] 

44. 撒 开 几 何 考虑 ,证 明 例 43 的 不 等 式 .[ 在 该 不 等 式 的 几何 
证 明 中 ,引出 ”一 2 的 特殊 情形 .] 
角形 当中 ,以 等 腰 三 角形 的 局 长 最 小 .[ 例 43.] 

46. 设 了 ，S, 4 和 工分 别 表示 一 个 楼 锥 了 的 体积 ， 全 表面 面 
积 ,底面 积 和 底 周 长 ， 又 设 ru 5,, 4。 和 Ls 代表 另 一 个 楼 锥 P, 相 
应 的 量 .假若 
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V=V,, A=4,, LL 
并 且 P, 是 正 楼 锥 ,证 明 
3 二 So- 
当 且 仅 当 工 一 Z。, 并 且 了 也 是 正 棱锥 时 ,等 式 成 立 .【 例 43. 了 

47， 设 了, 5$, 4 和 工分 别 表 示 一 个 对 顶 棱锥 刀 的 体积 , 表面 
面积 , 底面 积 和 底 的 周 长 .又 设 Fo, So, 4 和 工 。 代 表 另 一 个 对 项 
棱锥 De 相应 的 量 ， 假若 

有一 To，4 一 4o， 工 二 Lo 
并 且 De 是 正 对 项 棱锥 ,证 明 
$5. 
当 且 仅 当 工 一 Lo。 并且 刀 也 是 正 对 顶 棱 锥 时 ,等 式 成 立 . [ 例 45， 
46. ] 

48， 试 证 : 具有 已 知 体积 的 所 有 四 棱柱 当中 , 以 立方 体 的 表 
面 面 积 最 小 . [与 例 34 比较 ; 哪 种 叙述 更 强 ?] 

49， 试 证 : 具有 已 知 体积 的 所 有 四 面 对 顶 棱锥 当中 , 以 正八 
面体 的 表面 面积 最 小 ，[ 与 例 37 比较 ; 哪 种 叙述 更 强 ?] 

50， 试 证 : 具有 已 知 体积 的 所 有 三 棱锥 当中 , 以 正四 面体 的 
表面 面积 最 小 . 

51， 县 有 正方 形 底 的 正 棱锥 试 证 : 具有 正方 形 底 且 有 已 知 
体积 的 所 有 正 棱锥 当中 ,以 底面 积 是 全 表面 面积 1/4 的 棱锥 ,其 表 
面 面 积 最 小 ， 

52， 正 圆锥 ， 试 证 : 具有 已 知 体积 的 所 有 正 圆锥 当中 , 以 底 
是 全 表面 面积 1/4 的 圆锥 ,其 表面 面积 最 小 . 

不 知道 大 小 ) ,试问 : 包括 底面 积 在 内 , 何 时 表面 面积 最 小 >【 你 知 
道 它 的 一 个 特殊 情形 吗 ?] 

54. 回顾 我 们 研究 过 的 楼 柱 、 棱锥 、 对 顶楼 锥 的 例题 , 考察 它 
们 的 相互 关系 ,并 把 它们 排 成 一 个 表 , 使 得 类 似 的 结果 一 目 了 然 . 
留 出 间隙 ,以 便 把 更 进一步 的 结果 添上 . 

55. 开 盖 盒子 。 已 知 一 个 盒子 的 五 个 面 的 面积 之 和 为 5;. 求 
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最 大 容积 Z。 [你 知道 与 此 有 关 的 问题 吗 ? 你 会 用 这 个 结果 或 方 
法 吗 ?] 

56. 槽 .已 知 一 个 正三 棱柱 的 四 个 面 的 面积 之 和 为 5,; 遗漏 
的 面 是 一 个 侧面 . 试 求 最 大 容积 . 

57. 片 . 具有 三 角形 底 的 正 楼 柱 当 中 , 已 知 互相 连接 的 三 个 
面 ( 即 两 个 侧面 和 一 个 底 ) 的 面积 之 和 为 9 , 试 证 : 当 体积 了 达到 
最 大 时 , 这 三 个 面具 有 相等 的 面积 , 并 且 彼 此 垂直 . [那么 片 是 什 
么 意思 ?] 

58. 已 知 一 个 圆 扇形 的 面积 。 当 周 长 最 小 时 求 其 圆心 角 . 

59， 在 一 个 三 角形 中 ,已 知 面积 和 一 个 角 . 试 求 (1) 夹 已 知 角 
的 两 边 之 和 ,(2) 已 知 角 的 对 边 ,(3) 整个 周 长 的 最 小 值 . 

60， 已 知 适当 位 置 上 的 一 个 角 和 一 个 点 ， 点 在 角 所 在 的 平面 
上 , 且 在 角 的 内 侧 ， 通 过 已 知 点 的 一 条 变 直线 与 已 知 角 制 出 一 个 
三 角形 试 求 这 个 三 角形 面积 的 最 小 值 . 

61. 已 知 一 个 盒子 的 12 条 边 的 长 度 之 和 为 EE, 试 求 《1) 它 的 
容积 《2) 它 的 表面 面积 5 的 最 大 值 . 


7, 求 其 体积 的 最 大 值 ， 
63, 开 普 勒 间 题 .已 知 一 个 正 圆柱 母线 的 中 心 到 圆柱 最 远 点 


oe 


的 距离 为 4, 试 求 此 圆柱 体积 的 最 大 值 。 
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第 九 章 物理 数学 


物理 科学 不 仅 给 我 们 (数学 家 ) 以 解决 问题 的 机 会 ,而 且 也 帮助 
我 们 发 现 解决 问题 的 方法 , 它 把 这 贯穿 于 两 种 途径 之 中 : 引导 我 们 
去 预测 问题 的 解 , 以 及 启示 适当 论证 的 线索 . 
一 一 亨利 . 庞 加 莱 ?”(Henri Poincaré) 


51. 光学 解释 


数学 问题 经 常 受到 自然 界 的 启发 ,更 确切 地 说 ,是 受到 我 们 对 
自然 界 解释 的 启发 。 也 可 以 说 , 数学 问题 的 解 可 以 受到 自然 界 的 
启发 ;不 过 ,物理 学 给 我 们 提供 的 线索 ,往往 不 被 我 们 自己 所 理会 . 
如 不 讨论 物理 研究 启发 和 借助 物理 解释 ， 那 我 们 对 数学 问题 的 观 
点 就 太 奖 隘 了 。。 下 面 我 们 推导 一 个 这 类 最 重要 的 、 但 非常 简单 的 
问题 . 

(1) 自然 界 提出 一 个 问题 。 直线 是 二 已 知 点 间 的 最 短路 径 . 
通过 空气 ,从 一 点 到 另 一 点 传播 的 光线 选择 这 个 最 短路 径 ,至 少 我 
们 日 常 经 验 表 明 似乎 如 此 ， 但 当 光 线 从 一 点 到 另 一 点 不 直接 伟 
播 ， 而 在 插 人 的 一 面 镜子 上 经 过 反射 时 将 会 怎样 光线 还 会 选择 
最 短路 径 吗 ?在 这 种 情况 下 ， 最 短路 径 是 什么 ”根据 关于 光线 传 
播 的 事实 ;引导 我 们 去 考虑 如 下 的 纯 几何 问题 : 

忆 知 辣 一平 而 上 的 两 点 和 -二线 两 点 在 草 线 的 同 便 ， 在 忆 


设 (参看 图 9.1) 
4 与 了 是 两 个 已 知 点 ， 
7 为 已 知 直 线 ， 
贸 表 示 直 线 ! 上 的 变 点 。 
DD 丸 科学 的 价值 六 《La valeur de la scicencc),152 页. 
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考虑 两 距离 之 和 4X 十 XB3， 即 从 4 到 和 再 从 X 到 刁 所 引路 径 
长 度 。 我 们 要 求 已 知 直 线 上 X 的 位 置 ,以 使 这 个 路 径 长 度 达到 
最 小 估 。 

以 前 , 我 们 已 经 遇见 过 一 个 很 类 似 的 问题 ($8.2, 图 8.1, 8.2， 
8.3)。 实际 上 ,两 个 问题 正好 有 着 同样 的 数据 , 连 未 知 数 也 具有 同 
样 的 性 质 : 像 那里 一 样 ,这 里 是 寻求 已 知 直 线 上 的 一 点 ,使 在 此 点 
达到 某 一 极 值 。 两 个 问题 仅 在 极 值 性质 上 有 所 不 同 : 这 里 最 小 化 
二 线段 之 和 ;而 那里 是 最 大 化 这 二 线段 所 夹 的 角 。 

这 两 个 问题 有 着 如 此 密切 的 天 然 联 系 ， 以 致 于 我 们 还 想 要 用 
同一 方法 来 求解 。 在 求解 $8.2 中 的 问题 时 ， 我 们 曾 用 过 等 高 线 
法 ;现在 我 们 仍然 使 用 这 种 方法 。 


A 
2 
Z ~” Z 


xX 
图 9.1 哪 一 条 路 径 最 短 图 9.2 ”一 条 相 切 的 等 高 线 


考虑 一 点 时 ,假设 它 不 限制 在 所 规定 的 路 径 上 ,而 可 以 在 整个 
平面 上 自由 移动 。 若 是 量 4X 十 XB( 即 我 们 希望 最 小 化 的 量 ) 为 
一 常数 值 ， 那 么 X 将 怎样 变动 呢 ? 当然 是 沿 着 以 4 与 B 为 焦点 的 
一 个 椭圆 ， 因 此 , 等 高 线 应 是 “ 共 焦点 的 ”椭圆 , 即 具有 相同 焦点 
( 亦 即 已 知 点 4 与 B) 的 椭圆 . 权 束 的 最 小 信 麻 在 局 规定 路 从 ! 与 


除 间 我 们 类 入 杭 加 的 示 些 几 可 狂 质 ， 而 这 个 各 没 有志 大 用 处 。 
让 我 们 重新 开始 ,来 寻找 一 个 比较 有 用 的 解 吧 ! 

让 我 们 把 所 提出 问题 的 物理 背景 具体 化 。 点 4 是 光源 , 点 B 
是 观察 者 的 眼睛 ,而 ! 标志 反射 平面 的 位 置 ; 可 以 设想 为 一 个 平静 
的 水 池 表面 (水 池 垂 直 于 图 9.1 所 在 的 平面 ,其 交 线 就 是 1)， 如果 
恰当 地 选择 X 点 ,那么 折线 4XB 就 代表 光线 的 路 径 。 和 根据 经 验 ， 
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我 们 知道 图 9.1 中 的 路 径 相当 好 。 当 折线 4X 代表 反射 光线 的 
实际 路 径 时 ,我 们 觉得 它 的 长 度 就 是 最 小 值 。 

你 的 眼睛 处 在 8 的 位 置 上 , 往 下 看 能 够 反射 光线 的 水 池 , 直 到 
看 到 4 点 的 像 。 你 会 发 觉 光线 不 是 从 目标 4 直接 射 来 , 而 好 像 是 
从 水 池 表 面 里 边 的 一 点 射 来 ， 那 么 是 从 哪 一 点 呢 ? 是 从 目标 4 的 
镜像 4* 点 ， 该 点 关于 直线 1 与 4 对 称 . 

根据 你 的 物理 实验 , 你 可 以 把 所 得 到 的 4* 点 标 进 图 中 ! 这 
个 4* 点 改变 了 问题 的 面貌 ,我 们 可 以 看 到 许多 新 的 关系 (图 9.3)， 
我 们 马上 就 来 建立 并 且 利 用 这 些 关系 .显然 

AX = A*KX. 

(4*X 是 4X 的 镜像 ， 你 也 可 由 两 个 三 角形 人 4CX,， 人 A*XC 
全 等 来 证 明 ; 直线 ! 是 线段 44* 的 垂直 平分 线 .) 因 此 

AX + XB — A*X + XB. 
以 同一 位 置 X 来 最 小 化 这 个 等 式 的 
两 端 。 而 右 端 当 4*,X 以 及 8 在 同 
一 直线 上 时 达到 最 小 ， 因 为 直线 是 
最 短 的 . 

这 就 是 问题 的 解 (参看 图 9.3). 
点 M 是 使 问题 达到 最 小 的 X 的 位 
置 , 它 是 连接 4* 与 B 的 直线 与 1 
的 交点 ， 显 然 , 4M 和 BM 与 ! 夹 图 9.3 ”一 个 较为 有 用 的 解 
有 相同 的 角 。 做 直线 MN 垂直 于 ! (平行 于 4*4), 可 见 

LAMN = ZBMN. 
这 两 个 角 相等 是 表明 最 短路 径 的 特征 。 正 像 我 们 根据 实验 所 知道 
的 ,表明 光线 实际 路 径 的 特征 ,还 可 以 写成 完全 相同 的 等 式 
人 射 角 一 反射 角 。 
而 且 , 实际 上 在 上 且 标 和 眼睛 之 间 反 射 光 线 确 实 走 最 短路 线 。 这 是 
由 亚历山大 (Alexandria) 的 海伦 发 现 的 . 

C3) 比较 两 个 解 ， 回 顾 一 下 已 求 到 的 解 往往 是 有 益 的 。 在 目 

前 情况 下 ,E 因为 有 两 个 可 以 互相 比较 的 解 (在 (1) 和 (2) 中 )， 所 以 这 
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对 我 们 应 该 更 加 有 用 。 用 以 解 这 个 问题 的 两 种 方法 (图 9.2 和 图 
9.3), 应 该 得 到 同样 的 结果 (我 们 可 以 设想 成 把 这 两 个 图 重合 ). 利 
用 一 个 相合 与 ! 相 切 ,或 利用 两 条 射线 与 1 所 夹 的 角 相 等 ,我 们 可 
以 得 到 M 点 , 即 最 小 值 问题 的 解 . 但 是 不 管 数 据 (4 点 ,B 点 积 直 
线 1) 的 有 关 位 置 如 何 , 这 两 种 设想 的 结果 应 该 完全 一 致 。 两 种 设 
想 一 致 性 的 论证 涉及 到 椭 贺 的 一 个 几何 性 质 ， 椭 贺 周 上 任 一 点 与 


如 果 把 椭圆 想像 成 一 面 镜子 ,考虑 到 反射 定律 (刚才 已 经 讨论 
过 的 )， eo iets telnet 
不 和 外 且 三 合 让 宫 邵 尺 因 弄 克 

《4) 一 种 应 用 。 虽然 这 个 道理 简单 , 但 海伦 的 发 现在 科学 史 
上 却 占 有 一 定 的 地 位 。 这 是 利用 最 小 原理 来 描述 物理 现象 的 一 个 
最 初 的 例子 。 也 是 数学 理论 和 物理 理论 之 间 相 互 关系 的 一 个 可 供 
参考 的 例子 。 在 海伦 之 后 , 虽然 已 经 发 现 很 多 比较 一 般 的 最 小 原 
理 ， 并 且 数 学 理论 和 物理 理论 在 一 个 比较 重大 的 规模 上 已 经 建立 
了 相互 关系 ， 但 是 这 个 最 基本 的 、 最 简单 的 例子 在 某 些 方面 来 说 ， 

还 是 给 人 以 最 深刻 的 印象 . 

回顾 一 下 (2) 中 那个 给 入 以 很 深 印 象 的 成 功 的 解 ,我 们 不 禁 要 
问 : 你 会 应 用 它 吗 ?你 会 利用 它 的 结论 吗 ? 你 会 使 用 它 的 方法 
吗 ?实际 上 , 确实 有 好 多 用 场 。 比如 可 以 用 来 检验 光线 在 曲面 镜 
中 的 反射 ,在 几 个 平面 镜 中 的 接连 反射 ,或 者 把 这 里 的 结论 和 我 们 
以 前 所 学 到 的 方法 结合 起 来 使 用 ,等 等 . 

这 里 ,我 们 仅 讨论 一 个 例子 ,就 是 所 谓 “ 交 通 中 心 ” 间 题 ， 有 三 
个 城镇 , 想 要 建设 三 条 公路 通 往 一 个 公共 的 交通 中 心 , 选 择 这 个 中 
心 应 使 得 公路 的 总 造价 最 小 。 车 要 使 整个 问题 极度 简化 , 便 得 到 
下 面 的 纯 几 何 问题 : 已 知 三 点 , 求 第 四 点 ,使 其 与 已 知 三 点 的 距离 
之 和 最 小 . 

设 4, B 和 C 表示 已 知 的 三 个 点 (城镇 )。X 表示 由 4,B 和 
5 所 确定 的 平面 上 的 一 个 变 点 。 要 求 4X 十 BX 十 CX 的 最 小 
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值 。 

这 个 问题 看 起 来 与 海伦 问题 有 关 . 我 们 应 该 到 这 两 个 问题 放 
在 一 起 , 找 出 它们 之 闻 尽 可 能 密切 的 关系 。 如 果 一 旦 把 距离 CX 
当成 是 固定 的 (比如 说 为 7), 那么 两 者 的 关系 的 确 显得 很 密切 : 此 
处 , 同 前 边 一 样 , 要 求 一 个 变 点 与 两 个 定点 的 距离 之 和 4X 十 
BX 的 最 小 值 . 这 里 所 不 同 的 是 , X 被 约束 在 一 个 (以 C 为 圆心 ， 
zy 为 半径 的 ) 圆 上 变动 ,而 前 边 是 治 着 一 条 直线 变动 。 前 一 个 问题 
是 关于 平面 镜 反 射 ,现在 的 问题 是 关于 圆 形 镜 反 射 . 

假定 我 们 相信 光线 有 这 样 的 本 领 ， 它 自己 会 巧妙 地 寻找 从 4 
到 圆 形 镜 然 后 再 到 8 的 最 短路 径 。 然 而 光线 运动 要 服从 入 射 角 等 
于 反射 角 的 定律 . 因此 , 在 理想 的 最 小 位 置 上 ， 一 4XB 必 被 C 与 
X 的 连 线 所 平分 (参看 图 9.4)。 根据 局 部 变动 原则 以 及 位 置 的 对 
称 性 ， 可 知 4XC 与 ZBXC 也 同样 地 必 被 平分 ， 连接 X 与 
4,B 和 C 的 三 条 直线 把 平面 分 割 成 六 个 角 , 其 公共 角 顶 为 X， 现 
在 我 们 把 注意 力 转 到 图 9.5 中 的 几 对 对 顶 角 上 、 显 而 易 见 所 有 这 
六 个 角 都 相等 ,从 而 ,其 中 每 一 个 角 都 等 于 60°。 从 交通 中 心 发 出 
的 三 条 公路 彼此 之 间 有 相同 的 夹 角 ; 即 任意 两 条 之 间 的 夹 角 等 于 
120。。 


A B 


图 9.4 ”交通 中 心 与 网 镜 图 9.5 ”交通 中 心 
(如 果 说 我 们 前 面 曾经 使 用 过 的 局 部 变动 法 尚 有 某 些 局 限 性 
的 话 ,那么 我 们 可 以 做 寻找 合理 解 的 更 严格 的 验证 ，) 
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5 2, 力学 解释 


数学 问题 和 它们 的 解 ,可 从 客观 世界 中 的 任何 方面 提出 来 ,如 
光学 的 、 力 学 的 或 其 它 现象 方面 的 实践 中 提出 来 。 下 面 将 讨论 一 
些 简单 的 力学 原理 是 如 何 帮 助 我 们 发 现 问题 解 的 ， 

(1) 一 条 绳子 字 一 重 环 并 固定 其 两 端 ， 求 其 平衡 位 置 . 

可 以 认为 绳子 是 完全 挠 性 的 ,并 且 不 能 伸 长， 其 自身 重 最 可 以 
忽略 不 计 , 重 环 可 以 沿 着 绳子 无 摩擦 地 滑动 ,而 环 的 尺寸 是 如 此 之 
小 ;以致 可 以 把 它 看 作 数 学 上 的 点 。 

设 4 和 B 表示 绳子 固定 的 两 个 端点 ，X 表示 环 的 任意 位 置 . 
绳子 形成 如 图 9.6 上 的 折线 4XB. 

所 提出 的 问题 可 以 用 两 种 不 同 的 方法 来 求解 . 

第 一 种 方法 , 环 必定 是 悬挂 在 最 低 点 上 (实际 上 , 环 为 一 重 物 ， 
它 " 想 ” 尽 量 靠 近 地 面 ,或 者 说 尽 可 能 地 接近 地 球 中 心 ). 绳子 的 两 
部 分 4X 和 BX 不 能 伸 长 ,被 拉 紧 , 使 得 沿 绳子 滑动 着 的 环 画 出 
一 个 以 4 与 也 为 焦点 的 椭圆 . 显然 , 平衡 位 置 处 在 椭圆 的 最 低 点 
M 上 , 在 此 点 椭 匣 的 切线 是 水 平 的 . 

第 二 种 方法 , 绳子 在 M 点 的 作用 力 必定 处 于 平衡 。 环 的 重力 
和 绳子 的 张力 都 作用 在 MM 点 上 .绳子 两 部 分 M4 与 MB 上 的 张 
力 相等 , 且 沿 绳子 分 别 指向 4 与 的 方向 ,其 合力 平分 4MB， 
且 与 环 的 重力 大 小 相等 方向 相反 ,是 铝 直 的 . 

但 是 , 这 两 个 解 必须 一 致 ， 因 
而 , M4 与 MB 两 条 线 对 于 椭圆 的 
铅 直 法 线 有 相等 的 倾斜 度 ， 对 于 椭 
人 


图 9.6. 平衡 的 两 个 条 件 


”保持 48 
的 长 度 不 变 ,只 改变 其 对 水 平 线 的 倾角 ,我 们 可 以 使 W 处 在 半 个 术 
圆 上 任何 所 希望 的 位 置 .) 
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这 样 ,就 用 新 的 方法 推导 出 以 前 的 结果 ($ 1 (37) ,而 这 种 方法 
可 以 有 进一步 的 应 用 . 

(2》 我 们 似乎 已 有 丰富 的 知识 。 不 用 学 习 太 多 的 力学 , 就 能 
够 充分 了 解 它 ,看 起 来 不 仅 是 求 到 所 提出 的 力学 问题 的 一 个 解 ,而 
且 还 求 到 建立 在 不 同 原理 基础 上 的 两 个 解 ,经 过 比较 ,这 两 个 解 把 
我 们 引 到 一 个 有 趣 的 几何 事实 。 我们 能 够 打开 力学 有 关 这 方面 的 
知识 闸门 ,把 它 引 向 另外 的 渠道 玛 ? 

值得 庆幸 的 是 ,可 以 设想 有 一 个 机 械 装 置 , 它 能 够 解 上 面 讨论 
过 的 交通 中 心 问 题 (4$ 1 (4)): 在 铅 直 的 墙 上 于 4,8,C 三 点 处 固 
定 ( 钉 上 ) 三 个 轴 , 有 三 个 滑轮 绕 着 这 三 个 轴 旋 转 ;参看 图 9.7 ,图 中 
三 条 绳子 分 别 经 过 4,B,C 处 的 滑轮 。 在 其 公共 结 点 xX 处 三 条 绳 
子 系 在 一 起 ,并 在 另 一 端 分 别 系 以 重 物 P,8,R. 重 物 P,0,R 重 
量 相 等 。 我 们 的 问题 是 求 它 的 平衡 位 置 . 

当然 、 必 须 用 通常 简化 的 
方法 来 理解 这 个 问题 : 绳子 是 
完全 挠 性 的 ， 且 不 能 伸 长 ， 摩 
擦 、 绳 子 的 重量 以 及 滑轮 的 大 
小 都 可 忽略 不 计 〈 把 滑轮 当成 
一 个 点 )， 如 (1) 中 所 述 ， 我 们 


仍 能 用 两 种 不 同 的 方法 来 解 这 
个 问题 。 

第 一 种 方法 ， 三 个 重 物 的 图 9.7 。 用 力学 装置 模拟 的 
悬挂 位 置 ， 总 起 来 说 必须 是 尽 交通 中 心 问 原 


可 能 地 低 ， 也 就 是 说 , 它们 与 已 知 的 一 条 水 平 线 ( 即 地 面 ) 的 距离 
之 和 必须 最 小 . 〈 亦 即 该 系统 的 势能 必须 最 小 ;要 记 住 此 三 个 重量 
是 相等 的 . ) 因 此 4P + B9 二 CR 必须 最 大 . 因为 每 条 绳子 的 
长 度 是 不 变 的 , 所 以 4X 十 BX 十 CX 必须 最 小 , 从 而 我 们 的 问 
题 转化 为 与 $ 1 (4) 交通 中 心间 题 相等 价 的 问题 , 参看 图 9.4,9.5。 

第 二 种 方法 , 在 X 点 处 的 作用 力 必须 达到 平衡 。 三 个 相等 的 
重 物 在 自己 所 系 的 绳子 上 以 相等 的 力 各 自 拉 紧 ， 并 通过 无 摩擦 的 
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滑轮 不 衰减 地 传递 这 些 力 .沿线 X4,XB，XC 在 点 处 分 别 作 
用 的 这 三 个 相等 的 力 必须 处 于 平衡 : 显然 ,根据 对 称 性 原理 ,三 条 
线 必 须 互相 等 同 地 倾斜 ; 这 三 条 绳子 中 的 任意 两 条 之 闻 在 相交 的 
X 处 夹 角 都 等 于 120°. (这 三 个 力 所 构 成 的 三 角形 是 等 边 三 角 
形 , 其 外 角 都 是 120°.) 

这 就 证 实 了 $ 1 (4) 的 解 。( 但 是 另 一 方面 ， 这 个 力学 解释 可 
能 强调 了 关于 三 点 4,B,C 相对 位 置 的 某 些 限制 的 必要 性 .) 
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一 根 棒 , 一 半 漫 人 水 中 后 ,看 起 来 好 像 明显 地 弯曲 。 由 此 我 们 
得 出 结论 ,光线 在 水 中 与 在 空气 中 一 样 , 都 是 直线 传播 , 但 当 光 线 
从 水 中 一 旦 进入 空气 中 的 时 候 ， 光 线 却 经 历 了 一 个 方向 的 突然 改 
变 。 这 就 是 光 的 折射 现象 一 一 一 个 显然 比 反射 更 复杂 、 更 难以 理 
解 的 现象 ， 继 开 普 勒 和 其 他 人 的 努力 失败 后 , 最 后 由 斯 诺 里 乌 斯 
(Snellius; 约 1621 年 发现 了 折射 定律 ,并 由 笛 卡 儿 公 诸 于 世 。 后 
来 费 马 (1601~1665) 又 继承 了 由 海伦 所 从 事 研究 的 思路 。 

从 水 里 的 目标 4 到 水 上 的 眼睛 B, 传播 的 光线 描绘 出 一 条 折 
线 , 该 折线 是 以 空气 与 水 的 分 界面 上 一 点 为 拐角 点 的 ;参看 图 9.8， 
然而 ,在 4 与 B 之 间 以 直线 为 最 短路 径 , 因 此 ,从 一 种 介质 传 到 另 
一 种 介质 里 的 光线 不 遵守 海伦 原理 这 确实 使 人 失望 ; 想不到 在 
两 种 情形 下 (直射 和 反射 ) 很 好 成 立 的 简单 法 则 ， 却 在 第 三 种 情形 
下 (折射 ) 失 效 了 ， 费 马 想 出 一 个 解决 矛盾 的 办 法 .他 说 光线 从 一 
点 传播 到 另 一 点 要 花费 时 间 ， 也 就 是 说 光线 传播 有 一 定 (有 限 的 ) 
速度 ,他 以 这 样 一 种 想法 而 闻名 后 世 ; 实际 上 ,伽利略 提出 一 个 测 
量 光速 的 方法 。 也 就 是 以 一 定 速度 通过 空气 传播 的 光线 , 又 以 另 
一 速度 通过 水 传播 ; 也 许 这 样 一 个 速度 差 能 够 用 来 解释 光 的 折射 
现象 ， 只 要 光线 以 常 速 传播 , 它 总 是 选择 最 短路 线 ,也 就 是 选择 最 
快 的 路 线 。 然而 光速 依赖 于 所 通过 的 介质 , 因此 水 中 的 最 短路 线 
就 不 再 是 空气 中 的 最 快 路 线 。 但 是 光线 从 水 中 进 到 空气 时 , 光线 
总 是 选择 最 快 的 线路。 因而 在 分 界面 处 有 光线 速度 的 变化 。 
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这 一 系列 想法 引出 一 个 鲜明 的 最 小 值 问题 (参看 图 9.8): 已 
知 两 点 4 与 B, 隔 开 4 与 B 的 直线 1, 以 及 两 个 过 靡 * 与 v, 求 从 4 
传播 到 思 所 需 的 最 小 时 间 ; 你 可 以 候 设 以 速度 “ 从 4 传播 到 1， 以 
速度 " 从/ 传播 到 有 

显然 ,按照 直线 从 4 到 1 上 的 基点 X, 再 按照 另 -直线 从 X 到 
了 ,这样 是 最 快 的 ， 因 此 问题 在 于 求 点 X， 采 然 匀速 运动 的 时 间 等 
于 距离 除 以 速度 ,于 是 从 4 到 X, 然 后 再 到 妃 所 花 的 时 间 为 

+ X82. 

天 v 

根据 适当 选择 ! 上 的 X 点 ， 可 以 使 这 个 量 达到 最 小 值 。 也 就 是 在 
已 知 4,8,4,v 和 1 的 情况 下 要 求 X， 

不 用 敏 分 法 来 解 这 个 问题 是 不 太 容易 的 。 费 马 创 造 了 一 种 方 
法 解决 了 这 个 问题 ,这 种 方法 最 终 导致 了 微分 法 的 出 现 。 这 里 ,我 
们 宁愿 仿照 由 前 节 例子 给 出 的 引导 。 值得 庆幸 的 是 ,可 以 设想 一 
个 力学 装置 来 帮助 我 们 解 所 提出 的 最 小 值 问题 我们 能 够 成 功 ; 参 
看 图 9.9。 


B 名 2 
XX 2 9 
A 
及 P 
图 9.8 折射 图 9.9 ”用 力学 装置 模拟 折射 


一 个 环 X 沿 着 窜 过 它 的 一 根 固定 的 水 平 杆 ! 滑动 。 两 条 绳子 
X4P 与 X89 系 在 环 上 ,每 条 绳子 都 经 过 一 个 滑轮 (分 别 于 4 与 B 
处 ), 并 在 其 另 一 端 系 以 重 物 ( 分 别 于 P 与 9 处 )， 主 要 的 一 点 是 选 
择 重 物 ,这 两 个 重 物 重量 不 能 相等 ;若是 相等 的 话 , 线 4XB 在 平衡 
位 置 上 将 成 为 直线 (至 少 从 推理 角度 上 说 是 这 样 ), 从 而 4XB: 将 不 
与 表示 光线 折射 的 路 径 相 吻 合 ， 让 我 们 暂 把 选择 重 物 放 在 次 要 地 
位 ,而 先 引进 适当 的 符号 , 设 ? 是 在 第 一 条 强 子 端点 P 处 的 重 物 ， 
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4 是 在 第 二 条 绳子 端点 2 处 的 重 物 . 现 在 我 们 来 求 平衡 位 置 . 〈 假 
设 沿用 习惯 的 简化 法 : 村 完全 不 可 挠 ,绳子 完全 可 挠 但 不 能 伸 长 ; 
不 计 摩 党 绳子 的 重量 和 刚性 、 滑 轮 的 大 小 ， 以 及 环 的 诸如 此 类 假 
定 ,等 等 .) 间 $ 2 中 一 样 , 我 们 仍 用 两 种 不 同 的 方法 来 解 这 个 问题 。 
第 一 种 方法 ,两 个 重 物 总 起 来 说 必须 尽 可 能 低地 悬挂 着 (也 就 
是 说 ,系统 的 势能 必须 最 小 ). 这 意味 着 
AP-:p+BO:g 
必须 最 大 ， 因 为 每 条 绳子 的 长 度 不 可 能 改变 ,所 以 
AX-:p+XB:g 
必须 最 小 . 
这 个 同 题 与 费 马 问题 非常 接近 , 但 不 完全 相同 。 如 果 我 们 选 
取 
p= 1/u, g=1/v, 
那么 这 两 个 问题 ,一 个 光学 问题 , 一 个 力学 问题 , 在 数学 上 是 一 至 
的 。 因此 , 这 个 平衡 问题 (图 9.9), 正如 费 马 最 快 传播 问题 一 样 ， 
需要 


为 最 小 值 ， 在 图 9.9 中 , 我 们 从 第 一 种 观点 来 夏 力 学 系统 的 平衡， 
从 而 建立 了 这 个 方法 . 

第 二 种 方法 ,作用 在 xX 点 的 力 必须 处 于 平衡 。 重 物 的 拉力 通 
过 无 摩擦 的 滑轮 不 衰减 地 传递 ， 大 小 分 别 为 1/4 与 1/v 的 两 个 力 
作用 在 环 上 ,并 且 在 各 自 绳子 的 方向 上 互相 拉 紧 ,因为 穿 过 环 的 杆 
! 是 完全 刚性 的 ,所 以 绳子 在 垂直 方向 上 不 能 使 环 移动 (由 于 村 的 
原因 ,有 一 个 不 限 基 的 垂直 反作用 力 。) 而 且 两 个 拉力 的 水 平分 力 
必定 方向 相反 , 太 小 相等 , 因而 互相 抵消 。 为 了 表示 这 种 关系 ,我 
们 在 通过 X 点 的 委 线 与 两 条 绳子 之 间 引出 两 个 角 “ 与 p; 参看 图 
9.10。 水 平分 力 相等 用 


Es 
we 了 sp 
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sina 
a 
来 表示 .这 便 是 最 小 值 的 条 件 . 
现在 , 回 到 光学 解释 。 射 进 的 光线 与 折射 面 法 线 之 间 认 夹 角 
0 称 作 人 射 角 ， 射 出 的 光线 与 法 
线 之 间 的 夹 角 8 称 作 折射 角 . 速 
度 比 a/v 依赖 于 两 种 介质 ， 即 水 
和 空气 ,但 不 依赖 于 几何 状态 , 例 
如 点 4 与 也 的 位 置 ， 因 此, 最 小 : 
值 条 件 要 求人 射 角 与 折射 角 的 正 。 4 


弦 为 -常数 比 ， 此 常数 比 只 与 两 人 
种 介质 有 关 ( 现 今 称 之 为 折射 率 )。 从 费 马 "最 小 时 间 原 理 " 可 以 引 
出 被 无 数 观察 所 确认 的 斯 诺 里 乌 斯 折射 定律 。 

上 面 ,我 们 把 一 项 重要 发 现 的 产生 过 程 , 尽 可 能 地 用 另 一 种 方 
式 益 述 一 遍 ， 这 个 解 的 过 程 (我 们 用 费 马 方法 代 之 ) 也 是 值得 简要 
介绍 的 ， 我 们 的 问题 从 一 个 物理 (光学 ?解释 开始 .尔后 , 为 了 解 
这 个 问题 ,我 们 又 发 现 了 另 一 个 物理 (力学) 解释 。 我 们 的 解 是 一 


x 
vy 


CC 


新 的 类 似 问题 ,并 且 具备 一 种 特有 的 艺术 风格 。 


$4. 吉 恩 . 伯 势 利 关于 接线 的 发 现 


一 个 重 质点 在 4 点 由 静止 开始 ， 沿 着 一 个 斜面 无 摩擦 地 下 滑 
到 较 低 的 点。 但 静止 的 质点 也 可 以 像 摆 锤 一 样 沿 着 一 段 贺 弧 从 
有 4 摆动 到 8B. 沿 着 直线 运动 ,或 沿 着 圆 弧 运动 , 哪 一 种 运动 花费 的 
时 间 较 少 ?伽利略 认为 沿 着 圆 驱 下 降 得 较 快 。 吉 恩 * 伯 努 利 想象 
在 通过 4 与 8 所 在 的 铅 直 平 面 上 连接 此 两 点 的 一 条 任意 曲线 .这 
样 的 曲线 有 无 数 条 ,他 想 求 使 得 下 降 时 间 最 快 的 曲线 ;这 种 曲线 称 
之 为 "最速 下 降 曲 线 "或 " 捷 线 "。 我 们 希望 了 解 他 对 这 个 问题 的 富 
于 奇妙 想象 力 的 解法 。 


0 


在 坐标 系 中 ,我们 设 有 从 4 下 降 到 8 的 任意 一 条 曲线 ;参看 图 
9.11。 选取 了 为 原点 ，z 轴 是 水 平 的 ，y 轴 垂 直 向 下 。 当 质点 以 
某 一 速度 ” 滑 下 经 过 曲线 某 一 点 (zy) 时 ,我们 选取 这 一 瞬间 。 于 
是 有 关系 

2z2/2 一 8y， 
过 去 伯 努 利 很 熟识 这 个 关系 式 ; 今天 我 站 从 能 最 守恒 定律 来 推导 
它 ， 上 面 的 关系 式 说 明 ,不 管 下 降 的 路 径 如 何 , 下 降 所 获得 的 速度 
v 只 依赖 于 下 降 的 高 度 y, 即 有 
(1) v = (28y)™. 
这 意味 着 什么 呢 ? 让 我 们 来 直观 地 看 一 下 这 个 基本 事实 的 含意 . 


图 9.1! 质点 的 路 径 
我 们 画 一 些 分 隔 这 平面 的 水 平 线 (参看 图 9.11), 质 点 在 平面 上 
顺 着 被 划分 成 薄 薄 的 水 平 层 下 降 . 正在 下 降 的 质点 穿 过 一 层 又 一 
层 , 其 速度 与 所 选取 的 路 径 无关 , 只 与 它 此 刻 正 在 穿 过 的 层 有 关 ; 
这 个 速度 层 层 改变 . 哪里 有 我 们 记 见 到 的 这 样 一 种 情况 呢 ? 当 阳 
光 射 疝 地 面 的 时 候 , 它 穿 过 层 层 空气 ,而 每 层 空气 都 具有 不 同 的 浓 
度 ; 因此 阳光 的 速度 层 层 改变 。 这 就 对 所 提出 的 力学 问题 给 出 一 


现在 我 们 以 新 的 观点 来 看 图 9.11。 把 这 个 图 看 成 是 描述 一 个 
光学 上 的 非 均匀 介质 . 这 个 介质 是 有 层次 的 , 是 具有 不 同性 质 的 
平流 层 ;在 高 度 为 ? 的 水 平 层 , 光 的 速度 为 (28y)2。 从 4 到 她 ( 即 
从 一 个 已 知 点 到 另 一 个 已 知 点 ) 穿 过 这 种 介质 的 光线 可 能 沿 着 不 
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同 的 曲线 传播 .但 是 光线 选择 最 快 的 线路 ; 实际 上 沿 着 使 得 传播 
时 间 最 短 的 曲线 传播 。 因而 ， 穿 过 所 描述 的 非 均匀 、 有 层次 的 介 
质 ， 从 4 到 万 光线 的 实际 路 答 是 一 条 捷 线 ! 然而 光线 的 实际 路 径 
是 由 斯 诺 里 乌 斯 关系 定律 所 决定 的 : 问题 的 解 又 窖 然 开朗 。 伯 努 
利 设想 的 重新 解释 使 近乎 高 深 莫 测 的 问题 变 得 可 以 问津 . 
这 里 还 剩 下 一 些 工 作 要 做 ,但 是 只 要 求 较 少 一 些 独 立 发 挥 ,为 
了 能 使 斯 诺 里 乌 斯 定律 应 用 于 人 们 所 熟悉 的 形式 (这 种 形式 我 们 
已 在 前 面 $ 3 中 讨论 过 ), 再 稍 许 改变 一 下 我 们 对 图 9.11 的 解释 : 
速度 ”应 当 不 随 以 无 穷 小 的 步 长 进行 连续 变化 ,而 是 间断 变化 。 
可 以 想像 为 透明 物质 的 几 个 水 平 层 (例如 几 块 玻璃 板 ), 每 一 层 都 
与 它 所 邻近 的 层 在 光学 上 稍微 有 点 不 同 。 设 vv op， 
是 光线 在 依次 的 层 中 的 速度 ， 又 设 光线 依次 穿 过 各 层 与 铅 直线 的 
夹 角 分 别 为 cc ，a"，c“"，…'; 参看 图 9.12. 根据 斯 诺 里 乌 斯 定 
律 (参看 5 3), 可 有 
sing _ sina’ _ sina” _ sinc 


下 v” vr 


现在 ,我 们 可 以 从 由 薄板 组 成 的 介质 回 到 有 层次 的 介质 ,在 这 种 介 
质 里 ” 随 高 度 连续 变化 (假设 板 变 得 无 限 薄 )， 易 见 沿 光线 的 路 径 


(2) 22 一 常数. 


设 8 为 曲线 的 切线 与 水 平 线 的 夹 角 . 则 有 
at+p—=90°, tanf = dy/dr ~—y’, 


从 而 
(3) sing 一 cosp = (1 + y") -7. 
结合 方程 (1),(22 和 (3) 式 (分 别 由 力学 ,光学 和 微 积分 推出 的 ), 根 
据 (2) 中 出 现 的 常数 ,引出 一 个 适当 的 表示 法 , 即 

?LT 十 72) 一 ci; 
其 中 。 是 一 个 正常 数 。 关 于 捷 线 我 们 得 出 一 个 一 阶 微分 方程 。 求 
满足 这 样 一 个 微分 方程 的 曲线 是 为 伯 努 力 所 熟 识 的 。 这 里 不 拟 详 
细 地 叙述 (但 可 参看 例 31): 由 微分 方程 所 确定 的 捷 线 原来 是 旋 
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图 9.12 ”光线 的 路 径 


轮 线 . 〈 旋 轮 线 是 由 圆 在 直线 上 滚动 , 圆周 上 一 点 所 描 出 的 轨迹 ; 
在 我 们 所 讨论 的 情形 下 ,直线 为 x 轴 ， 圆 在 * 轴 上 倒 着 滚动 .) 

可 是 ,让 我 们 来 观察 一 下 , 不 借助 公式 可 以 直观 地 看 出 , 斯 诺 
里 乌 斯 定律 本 身 就 隐 含 了 一 个 微分 方程 。 实际 上 , 这 个 定律 能 够 
确定 图 "9.12 中 所 示 各 连续 单元 构成 的 路 径 方向 , 而 这 也 正 是 微分 
方程 的 精确 含意 . 

上 面 我 们 已 经 讨论 过 的 伯 努 利 关于 捷 线 问题 的 解 ， 具 有 特殊 
的 艺术 性 质 。 考察 图 9.11 或 9.12 可 以 直观 地 看 出 关于 解 的 关键 
思想 。 如 果 我 们 可 以 不 费力 地 明了 这 个 主要 思想 , 能 够 预料 到 这 
意味 着 什么 ， 那 么 可 以 发 现 确实 有 一 个 处 理 技巧 问题 摆 在 我 们 面 
前 . 

当然 , 伯 努 利 解 的 主要 思想 在 于 重新 解释 .几何 图 示 ( 图 9.11 
或 9.12) 已 用 两 种 不 同 的 解释 相继 陈述 过 ,而 两 种 解释 是 通过 两 种 
不 同 的 “方式 ”: 前 者 是 用 力学 的 例 示 , 后 者 是 用 光学 的 例 示 。 那 
么 能 说 任何 发 现 都 在 于 预想 不 到 的 信息 以 及 随后 而 来 的 两 种 方式 
上 的 解释 吗 ? 


$ 5. 阿 基 米 德 关于 积分 法 的 发 现 


巧 得 很 ， 历 史上 一 项 伟大 的 数学 发 现 却 是 由 物理 直观 作 前 
导 的 ,我 想 说 的 是 阿 基 米 德 (Archimede) 关于 今天 称 之 为 积分 法 这 
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个 科学 分 支 的 发 现 . 阿 基 米 德 求 过 抛物 线段 的 面积 、 球 的 体积 以 
及 许多 有 关 类 似 的 结果 ,他 所 用 的 方法 是 “一 致 法 ”, 而 在 这 种 方法 
中 , 平衡 思想 起 着 重要 的 作用 . 正 像 他 自己 所 说 , 他 “借助 于 力学 
证 明了 某 些 数学 问题 ”?. 

如 果 要 了 解 阿 基 米 德 的 工作 ， 最 好 从 知道 一 些 关于 他 所 由 之 
开始 的 知识 水 平 的 状态 开始 . 

在 阿 基 米 德 时 代 ， 希 腊 的 几何 学 达到 其 顶峰 ; 尤 德 库 斯 
《Eudoxus) 和 欧 几 里 德 是 他 的 先驱 者 , 阿波 罗 纽 斯 (Apollonius) 是 他 
的 同时 代 人 . 我 们 还 必须 提 到 几 个 特点 , 这 些 特点 可 能 对 阿 基 米 
德 的 发 现 具有 影响 . 

正 像 阿 基 米 德 自己 叙述 的 , 德 莫 克 立 图 (Democritus) 求 出 了 贺 
锥 的 体积 ;他 指出 ,圆锥 体积 等 于 具有 同 底 和 同 高 的 圆柱 体积 的 三 
分 之 一 . 关于 德 莫 克 立 图 的 方法 ,我们 毫 无 所 知 , 但 似乎 有 某 种 理 
由 猜 到 他 是 怎样 考虑 的 ， 这 就 是 我 们 今天 称 之 为 平行 于 底 的 可 变 
贺 锥 截面 **， 

尤 德 库 斯 首先 证 明了 德 莫 克 立 图 的 断言 ， 在 证 明 这 个 断言 及 
类 似 结果 时 , 尤 德 库 斯 发 明了 他 的 “ 穷 举 法 ”, 并 且 对 希腊 数学 规定 
了 一 个 严格 标准 . 

还 必须 认识 到 ， 在 某 种 意义 上 说 ， 希 腊 人 已 经 懂得 “坐标 几 
何 ”, 已 会 用 来 处 理 平面 上 的 轨迹 问题 , 其 根据 就 是 考虑 一 动 点 与 
两 个 固定 参考 轴 的 距离 。 如 果 两 个 参考 轴 是 彼此 垂直 的 , 而 上 述 
两 个 距离 的 平方 和 为 一 常数 ， 那 么 这 个 轨迹 就 是 一 个 圆 一 一 这 是 
属于 坐标 几何 的 命题 , 但 还 不 属于 解析 几何 。 解析 几何 开始 于 使 
用 代数 符号 ,例如 
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1) 阿 基 米 德 的 < 方法 > (Mexhod) 托马斯 (Thomas L. Heath) 发 行 ,剑桥 1912。 
参见 第 13 页 ， 这 本 小 册子 简称 < 方法 > 将 被 引用 在 后 面 的 获 注 中 , 也 可 参看 < 阿 基 米 德 
全 集 > (Ocuvres Complates d'Archimade), 埃 克 (P. Ver Eccke) 译 ,474~519 页 。 

2) 参见 < 方法 > (Methogd》 第 10~11 页 . 

» et (南北朝 》 伟 大 数学 家 祖冲之 的 儿 于 祖 谭 也 解决 了 相应 的 问 
题 ， 一 一 译 者 注 
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来 表示 所 贸 述 关系 的 对 候 . 

十 希腊 的 力学 远 没 有 达到 它 的 几何 学 那样 卓越 的 成 就 ， 而 且 
开始 得 也 很 晚 ， 如 果 我 们 弄 不 清 阿里 斯 多 德 和 其 他 一 些 人 的 含混 
的 讨论 有 什么 价值 的 话 ， 那 么 可 以 说 力学 作为 一 门 科学 是 从 阿 基 
米 德 开始 的 . 众所周知, 他 发 现 了 浮 体 定律 。 他 还 发 现 了 杠杆 原 
理 以 及 马上 就 要 讲 到 的 关于 重心 的 一 些 性 质 . 

现在 ,我 们 准备 讨论 阿 基 米 德 工 作 中 的 一 个 最 杰出 的 例子 ,我 
们 希望 用 他 的 方法 求 球 的 体积 。 阿 基 米 德 认为 球 是 由 一 个 旋转 的 
圆 形成 的 ,而 他 又 把 圆 看 成 是 ,由 一 变 点 与 两 个 固定 成 直角 的 参考 
轴 的 距离 之 闻 的 一 个 关系 所 描写 的 轨迹 。 用 现代 的 表示 法 来 写 ， 
这 个 关系 就 是 

x 二 y= 2ax, 
这 是 一 个 以 为 半径 ， 在 原点 与 》 轴 相 切 的 圆 ， 参看 图 9.13， 它 
与 阿 基 米 德 原来 的 图 示 只 稍稍 有 些 不 同 ; 这 是 围绕 x 轴 旋 转 的 贺 
而 形成 的 一 个 球 ， 我 想 , 用 现代 的 表示 方法 将 无 损 于 阿 基 米 德 的 
思想 ， 相反, 在 我 看 来 这 是 自然 可 以 联想 到 的 表示 方法 .这 点 启 
示 我 们 ,今天 引导 我 们 去 分 析 阿 基 米 德 想法 的 动机 ,也 许 与 阿 基 米 
德 本 人 当时 发 现 此 想法 的 动机 相差 并 不 远 . 

在 上 述 加 的 方程 中 有 一 项 六， 显然 y? 是 球 的 一 个 可 灰 截 而 
的 面积 ， 而 德 莫 克 立 图 依据 考察 这 个 截面 面积 求 出 了 圆锥 的 体 
积 ， 这 使 我 们 想到 把 圆 的 方程 改写 成 如 下 的 形式 : 

wx2 十 ry? 一 r2ax. 

现在 ， 我 们 可 以 把 xx? 解释 成 直线 y 一 x 围绕 x 轴 旋 转 所 形成 的 
圆锥 的 可 变 截面 面积 , 参看 图 9.13. 这 又 启发 我 们 去 寻找 关于 剩 
下 的 一 项 x2ax 的 一 个 类 似 解 释 . 如 果 看 不 出 这 样 的 解释 ,那么 
可 以 用 另外 的 方式 来 改写 圆 的 方程 ， 这 祥 又 有 可 能 使 我 们 想到 如 
下 的 形式 : 

(A) 2a(ey? 十 eexz2) 一 zx(22)2. 

有 许多 东西 集中 在 上 述 方程 (A) 里 .现在 来 看 方程 (A), 注意 到 其 
中 出 现 各 种 长 度 和 面积 ,现在 用 图 示 来 适当 地 处 理 它们 ,我 们 可 以 
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亲自 体会 到 一 个 重大 想法 的 产生 ; 有 了 图 9.13 ， 它 将 产生 于 公式 
《A) 的 内 在 联系 之 中 ， 


图 9.13 ”积分 法 的 产生 


注意 到 三 个 圆 盘 各 自 的 面积 分 别 为 ”xz 和 一 (2a)， 这 三 
个 圆 是 三 个 旋转 体 在 同一 平面 上 的 交 线 ， 此 平面 垂直 于 * 轴 , 位 
于 与 原点 的 距离 为 x 处 .三 个 旋转 体 一 个 是 球 ,一 个 是 圆锥 ,一 个 
是 圆柱 。 当 图 9.13 的 右 侧 部 分 围绕 x 轴 旋 转 时 ,分 别 用 三 条 线 : 
《A),y 一 x，y 一 24 来 描写 它们 的 方程 .圆锥 与 圆柱 具有 相同 的 
底 与 相同 的 高 ， 公共 底 的 半径 与 公共 高 具有 相同 的 长 度 2a. 
锥 的 顶点 位 于 原点 0 

阿 基 米 德 以 不 同 的 方式 处 理 出 在 方程 (A) 两 端的 圆 盘面 积 , 
他 把 以 24 为 半径 的 那个 圆 盘 , 即 圆柱 的 一 个 截面 放置 在 原来 的 位 
置 上 , 亦 即 与 原点 距离 为 x* 处 。 而 分 别 移动 以 和 * 为 半径 的 两 
个 圆 盘 . 也 就 是 从 原来 的 位 置 移 动 到 * 轴 上 具有 横 坐 标 为 一 24 的 
五 点 处 ,再 把 以 和 * 为 半径 的 这 两 个 图 盘 悬 于 在 它们 的 圆心 五 
上 ， 以 一 条 不 计 重 量 的 细 绳 把 它们 串 挂 起 来 ,参看 图 9.13. 《对 阿 
基 米 德 原来 的 图 示 米 说 ,这 条 细 绳 是 一 个 不 计 重 景 的 附加 物 .) 

可 以 把 * 轴 看 成 是 一 个 杠杆 ， 即 一 根 不 计 重量 的 刚性 细 杆 ， 
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而 把 原点 0 当 作 支点 或 悬挂 点 ， 方程 (A) 与 力 甜 有 关 . (力矩 等 
于 重量 与 力 避 的 乘积 .) 方程 (A) 表 示 其 左 端 两 个 圆 盘 的 力矩 等 了 
右 端 一 个 圆 盘 的 力矩 ,因此 杠杆 处 于 平衡 状态 ,这 是 阿 基 米 德 根据 
力学 定律 发 现 的 . 

当 x 从 0 变 到 2a 时 ,可 以 得 到 圆柱 的 所 有 截面 ; 这 些 截面 充 
满 圆柱 .对 于 瑞 柱 的 每 一 个 截面 , 它 都 对 应 于 悬挂 在 也 点 的 两 个 截 
机 Re de 因为 悬挂 在 妃 的 球 


人 ee 设 时 天 的 休 可 ,回忆 四 外 的 人 
积 表达 式 (属于 德 莫 克 立 图 的 结果 ) 以 及 圆柱 的 体积 表达 式 ， 并 且 
观察 它们 重心 的 位 置 。 把 截面 的 力矩 变 成 相应 立体 的 力矩 ， 由 方 
程 (A) 导 出 


(B) 2a(V + 24) = ax(24a)’24, 
易 得 ? 
i 


回顾 上 面 所 述 ,我 们 看 出 决定 性 的 步骤 是 从 (A) 到 《〈B)，, 即 从 
充 山 着 的 截面 到 完全 的 实体 。 而 这 个 步骤 只 不 过 是 启发 性 的 假 
设 , 而 不 是 逻辑 性 的 证 明 . 但 却 是 合乎 情理 的 ,甚至 是 很 合乎 情理 
的 ,可 毕竟 不 是 论证 ， 它 只 是 个 推测 ,而 不 是 证 明 . 阿 基 米 德 是 希 
颈 数 学 严格 性 的 优良 传 绕 的 杰出 代表 ， 他 充分 了 解 这 样 的 话 是 完 
全 正确 的 :“ 我 们 所 获得 的 事实 ,实际 上 不 是 以 通常 的 论据 论证 方 
法 演 证 出 来 的 ,但 是 结论 的 正确 性 指明 有 这 种 论据 .”” 然 而 这 种 猜 
测 却 是 一 种 有 和 希望 的 猜测 . 这 种 思想 大 大 超出 所 探讨 的 问题 的 需 
要 ,而 且 具 有 非常 大 的 用 处 ， 从 (A) 变 到 (B), 即 从 上 述 截面 变 到 


1) 在 我 的 班级 , 我 曾 多 次 提出 这 种 推导 方法 一 旦 受到 恭维 ， 我 便 自 鸣 得 意 .在 
一 次 推导 结束 之 后 ， 我 依照 习惯 地 问 “ 有 什么 问题 吗 ? “一 个 学 生 问 道 : “是 谁 把 这 种 
研究 方法 交 给 阿 基 米 德 的 ? "我 迟疑 地 回答 :“ 在 今天 看 来 ,只 有 科学 之 神 刍 斯 (Muse) 
才能 创造 出 这 样 的 研究 方法 ，” 

2) “方法 > (Methiod)， 第 17 页 。 
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整个 实体 ， 用 较 现 代 化 的 语言 来 说 ， 就 是 从 无 穷 小 景 转化 成 整体 
量 , 即 从 微分 转化 成 积分 ,这 个 飞跃 是 一 项 伟大 的 开端 , 阿 基 米 德 
这 个 相当 伟大 的 人 物 预 见 到 他 的 历史 贡献 ,他 意味 深长 地 说 : “我 
深信 这 种 方法 对 于 数学 是 有 很 大 用 处 的 . 为 此 我 预言 , 这 种 方法 
一 县 被 理解 ,将 会 被 现在 或 未 来 的 数学 家 ,用 以 发 现 我 还 未 曾 想 到 
过 的 其 他 一 些 定理 .”? 
第 九 章 的 例题 和 注释 

1. 已 知 平面 上 的 一 个 点 P 和 两 条 都 不 通过 P 的 相交 直线 ! 
与 m, 又 设 Y 是 1 上 的 一 个 变 点 ,2Z 是 mw 上 的 一 个 变 点 确定 Y 与 
Z 使 得 APYZ 的 周 长 为 最 小 . 

给 出 两 种 解 ,用 物理 方法 给 出 一 个 ,用 几何 方法 给 出 另 一 个 . 

2， 已 知 平面 上 互 不 相交 的 三 个 圆 的 位 置 . 一 个 三 角形 在 每 
一 圆 上 都 有 一 顶点 , 求 这 三 角形 的 最 小 周 长 , 

给 出 两 种 不 同 的 物理 解释 . 

3. 内 这 于 已 知 三 角形 中 县 有 最 小 周 长 的 三 角形 .已 知 A4BC. 
在 此 三 角形 的 各 边 BC,C4, 4B 上 各 求 一 点 X，Y，Z ,使 AXYZ 
的 周 长 最 小 . 

给 出 两 种 不 同 的 物理 解释 . 

4， 推 广 例 3， 

5 鉴定 例 1 的 解 ， 它 在 所 有 的 情形 下 都 适用 吗 ? 

6. 鉴定 例 3 的 解 , 它 在 所 有 的 情形 下 都 适用 吗 ? 

7， 对 于 锐角 三 角形 , 给 出 例 3 的 一 个 严格 解 . [用 局 部 变动 
靶 , 例 1, 例 5.] 

8. 对 于 交通 中 心间 题 ,鉴定 51(4) 与 $2 (2) 的 解 . 它们 在 
所 有 的 情形 下 都 适用 吗 ? 

9， 空间 中 四 点 交通 中 心 。 已 知 一 个 以 4， B,C，D 为 顶点 
的 四 面 形 . 假设 其 中 有 一 点 X, 使 得 它 与 四 个 顶点 距离 之 和 

AX+BX+CX+DX 
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为 一 最 小 值 . 证明 .4XB 一 CCXD，, 并 且 此 二 角 被 同一 条 直线 
所 平分 ;同时 指出 另 一 对 角 也 有 类 似 的 关系 ，[ 你 知道 一 个 有 关 问 
题 吗 ? 还 知道 一 个 类 似 问题 吗 ? 你 会 利用 其 结果 或 解 的 方法 吗 ?] 
B,C，D 在 同一 平面 上 , 它们 是 一 个 号 四 边 形 的 四 个 顶点 ， 在 这 
种 极端 情形 下 , 例 9 的 断言 还 能 成 立 吗 ? 


变 点 ， 它 们 都 在 同一 平面 上 . 如 果 五 个 距离 之 和 4X 十 BX 十 
XY 十 YC 十 YD. 达到 最 小 ,那么 所 有 这 六 点 4，B，C,D,X,，Y 
应 具有 不 同 的 性 质 ， 三 条 线 不 4，,XB，。XY 彼此 等 倾斜 ， 三 条 线 
YC, YD, YX 也 应 如 此 . 

12， 打 开 和 拉 直 .图 9.3 还 有 另外 一 种 常用 的 解释 方法 ， 在 
一 片 透明 的 纸 上 画 出 线 1，A*X, XB， 然 后 沿线 1 折 友 起 来 : 得 
到 图 9.1(4* 代替 4). 设想 图 9.1 原先 就 用 这 种 特有 的 方式 画 在 
一 片 折 迭 过 的 透明 纸 上 . 为 了 求 出 使 得 4X 十 XB 成 为 最 小 的 
X 点 的 位 置 ,把 折 迭 的 纸 打 开 , 从 4 (确切 地 说 是 图 9.3 中 的 4*) 
到 四 画 一 直线 ,然后 再 重新 把 纸 折 和 迭起 来 . 

13. 弹子 ， 在 一 张 矩 形 的 弹子 台 上 于 了 点 处 有 一 个 球 , 需要 
把 球 打 在 这 样 一 个 方向 上 : 在 矩形 四 边 上 经 过 连续 反弹 之 后 , 球 
又 加 到 它 原 来 所 在 的 位 嘎 P 点 处 . [图 9.14.] 


图 9.14 ”及 弹 的 党 了 侣 
14， 地 球 物理 勘查 。 在 地 球 水 平 表面 的 E 点 处 发 生 一 次 爆 
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炸 ， 这 次 爆炸 的 声音 被 传播 到 地 球 的 内 部 , 并 且 被 一 个 斜 平面 层 
OR 反射 回来 , OR 与 地 球 水 平 表 面 的 夹 角 为 =。 从 互 传 来 的 声音 
可 以 有 = 种 不 同 的 途径 到 达 地 球 表面 的 男 一 点 处 的 监听 站 工 。(n 
条 路 径 之 一 用 例 12 的 方法 画 在 图 9.15 中 .) 现在 己 知 *# 条 途径 
《用 适当 的 仪器 观测 出 来 的 ), 给 出 中 间 夹 角 a 的 界限 . 


图 9.15 地 下 反射 


15， 已 知 空间 中 一 条 直线 ! 以 及 不 在 1 上 的 两 点 4 与 B. 在 
直线 1 上 求 一 点 X， 使 其 与 两 已 知 点 的 距离 之 和 4X 十 XB 为 最 
小 . 

你 知道 一 个 与 此 有 关 的 问题 吗 ?” 你 还 知道 一 个 比较 专门 的 问 
题 吗 ”你 会 应 用 它 的 结果 或 解 的 方法 吗 ? 

16， 试 用 切 等 值 面 的 方法 解 例 15。 

17. 试用 折纸 的 办 法 解 例 15. 

18. 试用 力学 解释 的 方法 解 例 15. 这 个 解 与 例 16, 17 的 解 一 
致 吗 ? 

19. 已 知 三 条 空间 直线 a, b,c, 证 明 以 每 条 已 知 直线 上 一 点 
为 项 点 且 具 有 最 小 周 长 的 三 角形 有 如 下 性 质 : 三 角形 在 直线 < 上 
的 顶点 与 该 三 角 花 内 切 圆 中 心 的 连 线 垂青 于 a. 

20， 考 虑 例 19 的 特殊 情形 , 即 三 条 空间 直线 为 一 立方 体 的 三 
条 棱 ， 所 求 三 角形 的 顶点 应 在 何 处 ? 三 角形 内 切 圆 的 中 心 应 在 何 
处 ? 如 果 该 立方 体 的 体积 为 8a’, 那么 三 角形 的 周 长 应 为 多 少 ? 

21. 已 知 三 条 空间 直线 e。 6，c. 设 点 X 洛 ea, 点 Y 沿 2 点 ZZ 
沿 “ 变动 ,点 工 在 空间 自由 变动 ; 求 XT 十 YT 十 Z7 的 最 小 值 . 
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22. 像 把 例 20 作为 例 19 的 特例 那样, 把 例 21 也 作为 特例 来 
处 理 ， 

23. 多 面体 表面 上 的 景 短线 。 一 间 和 矩形 房间 ， 其 所 有 竖 墙 都 
是 正方 形 的 ;房间 长 20 英尺 , 宽 8 英尺 ,高 8 英尺 .在 一 面 竖 墙 上 
有 一 个 蜂 蛛 , 离 地 板 高 7 英尺 ,在 墙壁 的 中 间 . 入 蛛 发 觉 对 面 墙壁 
中 间 离 地 板 高 1 英尺 处 有 一 飞 忠 证明 ， 禾 蛛 沿 墙壁 或 天 花 板 或 
地 板 要 想到 飞 虫 处 ,距离 不 超过 28 英尺 .[ 例 17.] 

24， 曲 面 二 的 最 短线 ( 测 地 线 )， 我 们 把 曲面 看 成 是 一 个 多 面 
体 表面 的 极限 . 当 多 面体 表面 记 近 曲面 时 ， 其 面 数 趋向 于 co ,其 任 
何 面 对 角 线 的 最 大 长 度 趋 于 0， 原来 的 面 最 终 成 为 曲面 的 切面 . 

在 多 面体 表面 上 , 两 点 之 闻 的 最 短线 构成 一 个 多 边 形 ， 它 可 
以 是 平面 多 边 形 , 即 所 有 点 都 位 于 同一 半 面 上 ,也 可 以 是 空间 多 边 
形 , 亦 即 所 有 点 不 都 包含 在 一 平面 内 . (这 两 种 情形 都 可 以 用 例 
23 的 解 来 说 明 , 第 一 种 情形 用 (1), 第 二 种 情形 用 (2) 和 (3).》) 

曲面 上 的 域 短线 叫 作 “ 测 地 线 ”， 因 为 这 种 最 短线 在 研究 地 球 
表面 测量 时 起 着 重要 作用 ， 一 条 测 地 线 可 以 完全 包含 在 一 个 平面 
上 ,是 平面 曲线 , 也 可 以 不 包含 在 一 个 平面 上 , 是 “空间 曲线 ”(“ 弯 
扭曲 线 )。 不管 怎样 ， 测 地 线 对 于 曲面 来 说 、 它 是 曲面 上 的 最 短 
线 ,应 该 满足 某 些 内 在 的 几何 关系 ,那么 是 什么 样 的 关系 呢 ? 

(1) 考虑 一 条 多 边 形 的 边线 4BC………L， 即 便 是 一 个 空间 多 
边 形 ,其 相 邻 的 两 条 边线 , 例如 HI 与 1], 也 位 于 同一 平面 上 .如 
果 4BC.…L ,是 多 面体 表面 上 二 端点 4 与 工 之 间 的 最 短线 ,而 和 
每 一 中 间 点 B，C，D，…-, 右 ;, 1, ]，………, KK 都 位 于 多 面体 的 边 
上 , 那么 包含 线段 HJ 与 17 的 平面 也 必 包 含 人 和 HIJ 的 平分 线 , 并 
且 此 平分 线 必 垂 直 于 多 面体 过 工 点 的 棱 ; 参看 例 16 或 例 18. 

考虑 一 条 曲线 ,即便 曲线 是 弯 扭 的 ,我 们 也 可 以 把 其 上 一 段 无 
穷 小 (很 小 ) 的 弧 看 成 是 一 段 平面 (几乎 是 平面 ) 弧 . 无穷小 派 所 在 
的 平面 是 其 中 点 的 密切 平面 。 密 切 平面 类 似 于 空间 多 边 形 两 条 相 
邻 边 线 所 在 的 平面 .如 果 曲 线 为 测 地 线 ,也 就 是 曲面 上 的 最 短线 ,可 
类 似 地 推出 测 地 线 在 一 点 的 密切 乎 硬 必 通过 曲 而 在 六 点 的 法 线 。 
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《2) 在 物理 上 可 以 把 测 地 线 解释 成 一 条 沿 光滑 (元 摩擦 ) 申 面 
拉 紧 的 橡皮 带 . 我 们 来 考察 一 小 段 橡 皮带 的 平衡 位 置 .在 这 一 小 
段 上 的 作用 力 有 两 个 大 小 相等 、 作 用 在 这 小 段 二 端点 切 向 上 的 张 
力 , 以 及 在 法 向 上 无 摩擦 表面 的 反作用 力 . 合成 为 一 个 合力 的 曲 
面 反 作用 力 与 在 端点 的 两 个 张力 处 于 平衡 。 因此 , 这 三 个 力 都 平 
行 于 同一 平面 。 而 两 条 “邻近 的 切线 ”确定 一 张 密切 平面 , 所 以 密 
切 平面 包含 曲面 的 法 线 . 

(3) 测 地 线 的 每 一 段 弧 仍 是 测 地 线 . 事实 上 , 如 果 在 一 条 曲 
线 上 有 一 段 ,这 一 段 不 是 该 段 二 端点 之 间 的 最 短线 ,那么 就 可 以 用 
这 二 端点 间 的 一 段 较 短 的 弧 取 而 代 之 ， 因 此 原来 的 整 条 就 不 可 能 
是 最 短线 、 所 以 自然 想到 测 地 线 在 其 每 一 点 都 具有 某 种 特殊 的 性 
质 . 用 两 种 决然 不 同 的 启发 所 考虑 到 的 性 质 (1) 与 (2)， 就 是 属于 
这 种 性 质 . 

《4) 举 几 个 例子 来 检验 由 启发 所 得 到 的 结果 对 不 对 . 球 上 的 
最 短线 是 什么 2 它 有 上 面 所 指出 的 性 质 吗 ? 球面 上 其 他 线 也 有 同 
样 的 性 质 吗 ? 

25. 一 个 质点 在 一 个 光滑 的 刚性 表面 上 无 摩擦 地 移动 ， 质 点 
上 无 外 力 ( 如 引力 等 ) 作 用 (当然 ， 曲 面 的 反作用 力 除外 )， 指出 质 
点 为 什么 总 要 沿 着 测 地 线 运动 的 理由 . 

26， 折 纸 法 的 一 个 设计 。 已 知 边 的 大 小 和 次 序 , 求 圆 的 一 个 
内 接 多 边 形 . 

设 wa， 03、 43，*"*， 4 表示 边 的 长 度 , 长 度 为 a 的 边 继 长 度 为 
4 的 边 之 后 ,长 度 为 a3 的 边 又 继 长 度 为 a 的 边 之 后 ,如 此 等 等 ;最 
后 , 长 度 为 a 的 边 继 长 度 为 a 的 边 之 后 。 并且 认为 长 度 a1, a,， 
2，……，a 中 的 任何 一 边 都 小 于 其 余 1 一 1 边 长 度 之 和 |. 

用 折纸 法 可 以 设计 一 个 漂亮 的 解 。 在 一 块 硬 纸 片上 作 一 个 足 
够 大 圆 内 的 互相 连接 的 弦 a,, a,,*…, a,, 并且 使 得 相 邻 的 纺 有 公 
共 的 端点 , 从 这 些 端点 到 圆心 作 半 径 ,， 再 以 这 条 弦 与 首 末 端点 
的 半径 为 界 剪 开 ,并 沿 其 余 ” 一 1 条 半径 折 迭 硬 纸 片 ,最 后 把 所 沿 
之 剪 开 的 两 条 半径 放 在 一 起 站 上 .从 而 得 到 这 样 一 个 开 多 面体 表 


有 


面 ; 它 由 > 个 刚性 的 等 腰 三 角形 构成 ;以 > 条 悬空 的 楼 为 界 , 棱 的 
长 度 分 别 为 ma， ez …，av， 并 且 具 有 ? 个 仍 可 变化 的 二 面 角 . (我 
们 假设 x > 3.) 

你 会 做 出 这 个 多 面体 表面 来 解 所 提出 的 问题 吗 ? 

27， 挤 航 子 。 一 个 有 重量 的 刚性 凸 多 面体 ,其 内 部 物质 不 一 
定 是 均匀 分 布 的 .实际 上 ， 可 以 认为 物质 是 一 种 适当 的 非 均匀 分 
布 , 物质 的 重心 就 在 任意 赋 与 多 面体 内 部 的 点 上 . 把 这 个 多 面体 
迫 在 水 平地 板 上 , 必 将 某 一 面 朝 下 停 稳 . 这 便 得 出 一 个 用 下 面 几 
何 叙述 的 力学 理论 ， 

已 知 任 一 凸 多 面体 P, 以 及 P 内 任 一 点 C ,我 们 可 以 求 出 P 的 
一 个 具有 下 述 性 质 的 面 FF: 从 C 向 F 平 面 所 引 垂 线 的 垂 足 是 F 的 
一 个 内 点 ， 

给 出 上 述 命题 的 一 个 几何 证 明 . 《显然 , 面 F 可 以 由 但 不 一 定 
由 上 述 性 质 所 唯一 确定 .) 

28， 洪 水 .在 等 高 线 地 图 上 有 三 种 点 值得 注意 : 最 高 点 ,路 
口 (或 具有 水 平 切面 的 鞍点 ) 和 “最 低 点 ”.。 (在 图 8.7 上 P 是 最 
高 点 ,8 是 路 口 .最 低 点 "是 最 深 的 山谷 底部 ,洪水 从 这 里 无 法 排 
出 ， 最 低 点 也 是 “ 倒 过 来 的 "最 高 点 : 在 等 高 线 地 图 上 ,可 以 把 具 
有 任意 高 度 4 的 等 高 线 ,如果 有 的 话 , 当成 是 它 具 有 高 度 一 上。 这 
样 ,等 高 线 地 图 是 “ 倒 过 来 的 ”; 它 成 为 海 下 地 图 ,最 高 点 变 成 最 低 
点 ,最 低 点 变 成 最 高 点 ,而 路 口 仍 是 路 口 . 在 这 三 种 点 之 间 有 一 个 
引 人 人 注意 的 关系 . 

外 在 一 个 入 上 有 个 最 高 点 ,个 最 你 点 5 个 路 口 ， 则 有 

P+D=5S+1. 

为 了 直观 地 导出 这 个 定理 ,可 以 设想 ,由 于 长 期 下 雨 ， 岛 屿 上 
遍地 成 湖 ,直到 最 终 把 整个 岛屿 淹没 为 止 . 还 认为 所 有 的 P 个 最 高 
点 都 是 等 高 的 ,而 所 有 的 最 低 点 都 在 湖 的 水 面 之 上 ,或 者 部 在 湖 的 
水 面 之 下 . 事实 上 , 还 可 以 认为 最 高 点 和 最 低 点 在 数目 不 变 的 情 
形 下 ,其 高 度 可 以 升降 .因为 开始 下 雨 不 久 , 水 聚集 在 最 低 处 ,把 
湖 计 算 在 内 ,这 时 有 
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DD 十 1 片 水 和 1 个 岛 . 
而 在 整个 岛屿 被 卷 人 洪水 之 前 不 久 , 只 有 最 高 点 在 水 面 上 看 得 见 ， 
因此 在 雨 后 则 有 


1 片 水 和 P 个 岛 . 
这 个 九 变 是 如 何 发 生 的 呢 ? 
让 我 们 设想 , 在 任何 时 候 几 片 水 都 处 在 同样 的 高 度 上 . 准确 
地 说 ,在 这 一 高 度 上 如 果 没 有 路 口 ,那么 水 面 升 高 一 点 而 不 会 改变 
有 几 片 水 ,或 有 几 个 岛 的 数目 . 但 是 ,一 旦 水 面 刚好 达到 一 个 路 口 
的 时 候 , 稍 后 再 升 高 一 点 点 水 面 , 那 将 不 是 把 以 前 分 离 的 两 片 水 汇 
合 在 一 起 ,就 是 把 原来 联 在 一 起 的 一 块 陆地 相 分 离 ， 因 此 ,每 个 路 
只 不 是 将 两 片 水 合 二 而 一 从 而 将 水 的 片 数 减 一 ， 就 是 将 一 块 陆地 
一 分 为 二 从 而 将 陆地 的 块 数 加 一 .考察 总 的 变化 过 程 ,得 到 
(D+1—1)+(P—1)=5, 
这 就 是 所 要 证 明 的 定理 . 
(a) 现在 假设 在 整个 地 球 上 有 P 个 最 高 点 ,DD 个 最 低 点 , S 个 
路 口 (其 中 某 些 在 水 下 ) ,证 明 
P+D=5S+2. 
《b) 后 一 关系 使 我 们 想起 欧 拉 定理 (参看 $3.1~3.7 以 及 例 
3.1~3.9).。 你 会 用 欧 拉 定 理 对 刚刚 用 直观 论证 得 出 的 结果 做 出 一 
个 几何 证 明 吗 ? [图 9.16 和 9.17 表明 两 张 重要 的 比较 完整 的 地 


图 9.16 最 高 点 附近 图 9.17 路 口 附近 


图 , 其 中 不 仅 标明 了 一 些 等 高 线 , 而 且 还 标明 了 一些" 最 陡峭 的 下 
降 线 ", 它 们 都 垂直 于 等 高 线 。 这 两 种 线 又 把 地 球 表面 分 成 许多 三 
角形 和 四 边 形 ， 参考 例 3.2.] 

(e) 关于 上 述 方法 还 有 什么 要 说 的 吗 ? 

刻 与 听 到 石 击 水 声 时 刻 之 间 的 时 其 

(a) 已 知 重力 加 速度 g, 声 速 <, 试 用 8。c 和 + 表示 4 (不 计 空 
气 阻力 .) 

(b) 如 果 并 不 太 深 , 以 至 于 石子 的 未 速 与 声速 相 比 很 小 ;因此 
我 们 几乎 可 以 认为 所 测量 的 时 差 1， 其 绝 大 部 分 是 石子 下 落 的 时 
间 ， 所 以 将 希望 

4 二 gt?/2 一 修正 量 ， 
这 里 的 修正 量 与 + 有 关 , 当 :很 小 时 它 也 很 小 . 

为 了 检验 这 个 猜想 ,可 以 按 : 的 备 次 展开 为 解答 (a) 所 得 到 的 
表达 式 ,保留 前 两 个 非 0 项 . 

(ce) 在 这 个 例子 中 ,你 认为 具有 典型 意义 的 是 什么 ? 

30， 一 种 常用 的 极端 情形 。 一 个 棋 加 围绕 它 的 长 辅 旋转, 描 
绘 出 一 个 所 谓 遍 球体 , 或 卵 形 的 旋转 椭 球 体 ， 旋转 梢 画 时 其 焦点 
不 动 ; 它 在 旋转 轴 上 ,也 称 为 扁 球体 的 焦点 ， 现 做 一 面 椭圆 形 的 镜 
子 覆 盖 在 扁 球体 的 内 部 ,镜子 的 四 面 上 涂 有 光泽 的 金属 ; 用 这 样 的 
椭 回 锐 把 从 一 个 焦点 射出 的 光线 反射 到 另 一 个 焦点 上 去 ;参考 51 
(3)， 虽然 籽 加 镜 在 实际 中 很 少 用 ,但 是 它 有 一 种 极限 情形 在 天 文 
学 中 非常 有 用 。 如 果 扁 球体 的 一 个 焦点 是 固定 的 ,而 另 一 个 焦点 
趋向 无 穷 远 , 那 将 会 怎样 ? 

31， 试 解 $4 中 所 得 出 的 捷 线 的 微分 方程 

32、 变 分 法 与 某 些 量 的 最 大 和 最 小 问题 有 关 。 这 些 量 依赖 于 
一 条 变 曲 线 的 形状 和 大 小 。 $ 4 中 用 光学 解释 所 得 到 的 捷 线 就 是 
这 样 的 问题 。 例 24 中 所 讨论 的 一 个 曲面 上 的 最 短线 即 测 地 线 问 
题 ,也 属于 变 分 法 的 范畴 ,而 在 下 一 章 将 要 研究 的 “等 周 问 题 " 更 属 
于 变 分 法 的 内 容 , 正 像 我 们 所 看 到 的 那样 ,物理 考虑 可 以 解 各 式 各 
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样 的 最 大 最 小 问题 癌 样 它 也 可 用 米 解 其 些 变 分 问题 。 下 面 略 举 
一 例 . 
在 给 定 长 度 和 端点 的 条 件 下 ， 求 一 条 其 重心 处 高 度 最 低 的 上 


线 。 假设 曲线 物质 的 下 最 密度 是 不 变 的 ,而 又 把 曲线 看 成 是 一 条 
均匀 的 弦 或 链 ， 当 链 的 重心 达到 其 最 低位 置 的 时 候 , 此 和 链 处 于 平 
衡 状态 ， 现 在 来 研究 链 的 这 个 平衡 状态 ,考察 其 上 的 作用 力 , 即 重 
力 与 张力 ， 经 此 研究 可 以 导出 一 个 微分 方程 ,此 微分 方程 确定 所 
要 求 的 曲线 , 即 县 链 线 。 我 们 不 进行 详细 推导 ,只 想 说 明 其 概略 的 


解 像 $2 中 所 考虑 的 力学 上 的 解 一 样 ,也 有 着 同一 的 基本 思想 . 


方法 的 一 般 定 义 ， 但 是 他 却 把 这 样 方法 应 用 到 数 个 例子 ， 如 计算 
体积 、 面 积 、 重 心 等 。 通过 各 种 各 样 的 例题 使 这 个 原理 变 得 清楚 
明了 . 我 们 在 $5 中 已 经 介绍 过 阿 基 米 德 方法 , 让 我 们 应 用 这 个 
方法 中 的 一 种 形式 来 处 理 几 个 他 所 叙述 过 的 例子 . 

证 明 方 法 之 命题 7: 任 一 球 缺 都 与 具有 同 底 同 高 的 圆锥 成 确 
定 的 比 , 即 等 于 球 半径 与 余 球 缺 高 高 之 和 与 余 球 缺 高 之 比 . 

34， 证 明 方法 之 命题 6: 半球 的 重心 在 其 对 称 轴 上 ， 并 分 此 
轴 人 靠近 半球 顶点 的 部 分 与 5 剩 下 的 部 分 之 比 为 5:3， 

35， 证 明 方 法 之 命题 9:。 任 一 球 缺 的 重心 在 其 对 称 轴 上 ， 并 
分 此 轴 为 靠近 球 缺 顶点 与 剩 下 的 两 部 分 ， 这 两 部 分 之 比 等 于 球 缺 
对 称 轴 与 其 余 缺 对 称 轴 四 倍 之 和 比 上 球 缺 对 称 轴 与 其 余 缺 对 称 轴 
二 倍 之 和 ， 

36， 证 明 方法 之 命题 4: 用 一 平面 垂直 于 轴 切 割 旋转 抛物 面 
所 得 的 任 一 部 分 都 与 同 底 同 高 的 圆锥 成 3 与 2 之 比 . 

37. 证 明 方法 之 命题 5. 用 一 平面 垂直 于 轴 切 割 旋转 抛物 面 
所 得 的 部 分 ,其 重心 在 轴 . 上 , 并 将 此 轴 分 为 两 段 , 靠近 顶点 的 一 段 
是 其 余 一 段 的 两 倍 . 

38， 阿 基 米 德 方法 的 回顾 在 阿 基 米 德 发 现 其 方法 的 时 候 ， 
他 是 怎样 想 的 , 我 们 永远 也 无 法 知道 ,只 能 含糊 地 猜测 .但 是 ,如 
果 我 们 用 现代 方法 来 解 ， 原 来 阿 基 米 德 曾 用 他 的 方法 解 过 的 这 样 
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一 类 问题 , 则 可 列 出 一 个 简明 的 数学 规则 表 (今天 已 为 众所周知 ， 
但 在 阿 基 米 德 时 代 却 尚 未 形成 公式 )、 这 需要 有 
《1) 积分 法 的 两 个 一 般 规则 : 
| cf(x)dr 一 | Car, 


JU + eto la = (1a + [gas 


其 中 < 是 常数 ,1(z) 与 oC) 都 是 函数 . 
《2) 四 个 积分 值 : 


fax =x"t/(n+1), n=0,1,2,3. 
(3) 两 个 积分 的 几何 解释 : 


| Q(x)dr, | ze (x)dx, 
其 中 (x) 表示 平面 几何 中 的 长 度 ,或 者 立体 几何 中 的 面积 ; 在 上 
面 两 个 积分 中 它 表 示 用 垂直 于 *- 轴 的 平面 所 确定 的 图 形 的 可 变 
截面 ， 第 一 个 积分 表示 一 个 面积 ,或 体积 ,第 二 个 积分 表示 一 个 均 
义 充 满 的 面积 力矩 ,或 体积 力矩 ,以 上 随 我 们 考虑 的 是 平面 几何 问 
题 还 是 立体 几何 问题 而 定 . 

阿 基 米 德 没有 系统 地 形成 这 些 规则 ， 尽 管 我 们 不 得 不 认为 他 
以 这 样 或 那样 的 形式 掌握 了 它 。 他 其 至 避 开 用 一 般 术语 来 叙述 下 
述 过 程 ， 即 从 可 变 截面 到 面积 或 体积 ， 从 我 们 今天 所 说 的 被 积 函 
数 到 积分 的 过 程 ， 他 以 多 个 特例 来 描述 这 个 过 程 , 并 且 他 所 应 用 
的 特例 种 类 之 多 简直 令 我 们 赞叹 不 已 ， 毫 无 疑问 , 他 对 此 了 解 得 
异常 透彻 ， 可 是 他 仅 把 它 作为 一 种 启发 式 来 叙述 ,并且 认为 ， 这 
是 他 如 开 一 般 性 叙述 的 一 个 非常 充分 的 理由 . 

试 引 证 ,可 以 直观 地 得 到 列 于 (2) 中 的 四 个 积分 值 的 简单 几何 
事实 . 


1) 关于 阿 基 米 德 的 发 现 述 有 另外 的 注释 ， 请 参考 范 . 德 " 瓦尔 登 、* 数 学 概要 > 
(B. LL，van der Wacrdcn，Elemente der Mathematik), 第 8 着， 1953、 第 
121 一 129 页 以 及 第 9 卷 ， 1954， 第 1 一 9 页 . 
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第 十 章 等 周 问题 


圆 是 第 一 个 最 简单 最 完美 的 图 形 , 
一 一 普 洛克 鲁 斯 (Proclu9) 
贺 是 最 完美 的 图 形 。 
一 一 但 了 (Dante》 


$1 笛 卡 儿 的 归纳 理由 


在 第 卡 儿 未 完成 的 著作 《思想 的 法 则 》(Regulae ad Directionem 
Ingcnii， 上 顺便 提 一 下 ， 这 本 书 应 该 当成 关于 发 现 的 逻辑 方法 方面 
的 经 典 著作 之 一 ) 中 ， 我 们 看 到 下 面 一 段 不 寻常 的 话 2， “为 了 用 
列举 法 证 明 圆 的 周 长 比 任何 具有 相同 面积 的 其 他 图 形 的 周 长 都 
小 ,我 们 不 必 全 部 考察 所 有 可 能 的 图 形 , 只 需 对 几 个 特殊 的 图 形 进 
行 证 明 ,结合 运用 归纳 法 ,就 可 以 得 到 与 对 所 有 其 他 图 形 都 进行 证 
明 得 出 的 同样 结论 .” 

为 了 说 明 这 段 话 的 意思 ， 我 们 来 实际 看 一 下 笛 卡 儿 究竟 提出 
了 什么 . 现在 拿 一 个 圆 来 和 其 他 几 个 图 形 , 如 三 角形 、 和 矩形 或 者 
圆 扇形 比较 。 我 们 拿 两 个 三 角形 , 一 个 等 边 三 角形 和 一 个 等 腰 直 
角 三 角形 (前 者 具有 角度 60°, 60°%, 60°, 后 者 具有 角度 90°, 45°， 
45?)。 一 个 矩形 ,其 形状 的 特征 是 由 其 宽 与 高 之 比 来 表示 的 ,我 们 
选取 比 为 1:1( 正 方形), 2:1、，3:1 与 3:2 的 几 个 矩形 。 一 个 圆 扇 
形 ,其 大 小 是 由 圆心 角 的 大 小 确定 的 ,我 们 挑 出 圆心 角 为 180° ,90° 
与 60° 的 几 个 扇形 ( 即 半圆 、 四 分 之 一 圆 与 六 分 之 一 圆 )。 现在 假 


1) 关于 欧 几 里 德 的 第 一 本 书 几何 原本 (Flements) 的 注释 ;定义 XV 和 XVI. 

2) < 宴席 (Conuioio) 11， XII, 26. 

3) *《 笛 卡 几 全 集 > (Qeuvres de Descartes)，Adam 和 Tannery 出 版 ， 第 10 卷 ， 
1908, 390 页 ， 无 需 改 变 书 的 一 节 ; 所 研究 的 圆 的 性 质 在 这 里 以 一 种 不 同 的 方 
式 来 叙述 . 


I 


设 所 有 这 些 图 形 都 具有 相同 的 面积 ,比如 说 1 平方 英寸 ,然后 我 以 
英寸 为 单位 来 计算 每 个 图 形 的 周 长 。 把 所 得 到 的 周 长 数 值 列 于 下 
表 ; 图 形 的 次 序 是 这 样 排列 的 , 越 往 下 周 长 越 增加 . 

表 1 具有 相等 面积 图 形 的 周 长 


加 3.55 


正方 形 4.00 
四 分 之 一 贺 4.03 
矩形 3:2 4.08 
半 加 4-10 
六 分 之 一 贺 4.21 
和 拢 形 2:1 4.24 
等 边 三 角形 4.56 
德 形 3:1 4.64 
等 腰 直 角 三 角形 4.84 


所 列 的 十 个 图 形 , 都 具有 相同 的 面积 , 而 列 于 表 头 的 图 形 , 具 
有 最 短 的 周 长 。 由 此 可 以 归纳 出 第 卡 儿 曾经 提出 的 , 圆 不 仅 是 所 
列 的 十 个 图 形 中 , 而 且 是 所 有 可 能 的 图 形 中 , 周 长 最 短 的 结论 吗 ? 
当然 不 可 能 ,但 是 不 可 否认 ,这 个 相当 简短 的 表 , 强 有 力 地 暗示 出 
一 个 一 般 性 定理 。 之 所 以 强 有 力 , 是 因为 如 果 再 增加 一 个 或 两 个 
以 上 的 图 形 于 表 中 ,这 种 启发 也 强 不 了 多 少 . 

我 倾向 于 相信 所 引 币 卡 儿 写 的 那样 一 段 话 ， 他 所 说 的 最 后 一 
点 , 才 是 精华 所 在 .我 认为 , 他 有 意 在 说 , 再 延长 这 个 表 对 我 们 的 
信念 也 不 会 产生 多 大 的 影响 。 


5 2. 潜在 的 理由 

“具有 相等 面积 的 所 有 平面 图 形 中 , 娘 具 有 最 小 的 周 长 . “根据 
表 工 所 证 实 的 这 样 一 句 话 ,我 们 把 它 叫做 等 周 定理 >， 按照 笛 卡 儿 
暗示 的 表 I， 得 到 一 个 十 分 令 人 信服 的 有 利于 等 周 定理 的 归纳 论 
据 ， 那 么 为 什么 这 个 论据 是 令 人 信服 的 呢 ? 


1) 稍 后 ($ 8) 将 给 出 名 称 的 解释 以 及 等 价 的 形式 。 
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我 们 可 以 设想 一 种 稍微 有 点 类 似 的 情形 。 选 择 我 们 所 熟悉 的 
十 种 不 同 种 类 的 十 棵 树 ， 那么 有 什么 理由 仅仅 根据 这 十 标 树 的 观 
测 结果 就 能 认为 ,所 考察 过 的 十 种 树 之 中 最 轻 的 一 种 ,也 是 所 有 各 
种 树木 当中 最 轻 的 呢 ? 当然 没有 理由 令 人 相信 ， 否 则 就 太 傻 了 ， 

这 与 圆 的 情形 有 什么 差别 吗 ? 我 们 对 贺 有 所 偏爱 。 因 为 回 是 
最 完美 的 图 形 ; 除 圆 的 其 它 完美 性 外 ;我们 还 欣然 认为 ,对 于 给 定 
的 面积 , 圆 具有 最 短 的 周 长 。 由 笛 卡 儿 所 提出 的 这 个 归纳 论据 显 
得 是 如 此 令 人 信服 ， 因 为 从 一 开始 它 就 使 人 坚信 这 个 猜想 是 合 情 
的 。 

“ 圆 是 最 完美 的 图 形 " 是 一 名 传统 用 语 .在 但 了 (1265 ~1321)， 
普 洛 克 和 鲁 斯 (410~485) 以 及 更 早 作 者 的 著作 中 就 发 现 了 这 句 话 。 
虽然 这 句 话 的 意思 不 那么 清楚 ,但 是 在 这 句 话 的 后 面 却 包含 着 比 
仅仅 作为 传统 用 语 更 多 的 东西 。 


5 3. 物理 原因 


“具有 相等 体积 的 所 有 立体 当中 , 球 具有 最 小 的 表面 面积 . ”我 
们 把 这 个 命题 称 作 “ 空 间 等 周 定理 .” 

像 在 平面 上 的 情形 一 样 ,不 进行 任何 数学 上 的 论证 ,我 们 就 倾 
向 于 承认 空间 中 的 等 周 定理 。 我 们 偏爱 球 甚至 超过 圆 ， 实际 上 ， 
自然 界 本 身 就 似乎 是 偏 受 球 ， 雨 点 .肥皂 泡 ,太阳 月亮 ,我 们 的 地 
球 , 行 星 等 都 是 球形 的 , 或 者 接近 球形 的 。 稍 许 具 有 一 点 关于 表面 
张力 的 物理 知识 ,就 能 从 肥皂 泡 中 学 到 等 周 定理 . 

即使 我 们 对 严肃 的 物理 学 是 外 行 ， 我 们 也 能 依据 十 分 朴素 的 
经 验 得 出 等 周 定理 .我 们 可 以 向 一 只 猫 来 学 习 这 种 经 验 。 我 想 你 
曾 见 过 , 当 一 只 猫 在 寒冷 的 夜晚 睡觉 的 时 候 怎样 对 待 自己 ; 它 抱 紧 
自己 的 孔 , 卷 起 身躯 ,总 之 使 自己 的 身体 尽量 成 为 一 个 球形 。 显 然 
它 这 样 做 是 为 了 研 和 ， 使 整个 身体 表面 散失 的 热量 最 小 。 猫 没 有 
减少 自己 身体 体积 的 意图 ,只 能 用 来 减少 自己 身体 的 表面 面积 . 它 
用 使 自己 身体 尽量 成 为 一 个 球形 的 办 法 ， 来 解决 这 个 有 了 既定 体积 
且 有 最 小 表面 面积 的 问题 . 它 仿佛 已 经 了 解 等 周 定理 的 一 些 知识 ， 
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基于 这 种 想法 的 物理 学 是 非常 相 糙 的 9。 然而 ,作为 等 周 定理 
的 一 种 一 般 性 支持 , 这 种 例子 还 是 令 信 信服 的 ,甚至 是 有 价值 的 . 
如 上 《$2) 所 述 , 强调 有 利于 球 或 圆 的 这 类 不 太 突出 的 理由 ,现在 
开始 越 来 越 多 。 可 称 这 些 为 物理 比喻 法 吗 ? 


$4. 瑞 利 的 归纳 理由 


笛 卡 儿 死 后 大 约 二 百 多 年 的 时 间 ， 物 理学 家 瑞 利 〈Lord Ray- 
leigh) 研究 了 膜 片 的 音调 。 倘若 把 一 张 羊 皮 很 精心 地 绷 在 鼓 上 ,并 
且 使 得 整个 鼓 面 是 均匀 的 , 这 就 是 一 片 “ 膜 "《 或 者 , 倒 不 如 说 是 对 
一 片 膜 的 数学 概念 的 一 种 合理 近似 )。 鼓 面 通常 是 圆 形 的 , 可 是 ， 
我 们 还 能 做 成 椭圆 形 , 多 角形 ,或 其 他 任何 形状 的 鼓 面 。 不 同形 状 
的 鼓 面 产 生 不 同 的 音调 ,音调 中 最 深沉 的 是 所 谓 主音 ,主音 又 是 最 
强 的 。 瑞 利 比 较 了 不 同形 状 膜 片 的 主音 , 这 些 膜 片 都 有 相等 的 面 
积 ,并 且 都 是 在 相同 的 物理 条 件 下 , 他 造 了 下 面 的 表 卫 , 它 很 类 似 
于 $1 中 的 表 I.。 表 卫 的 列 法 与 表 I 相同 ， 只 是 在 次 序 上 有 点 差 


表 焉 ”相等 面 积 膜 片 的 主 频率 


加 4.261 
正方 形 4.443 
四 分 之 一 加 4.551 
六 分 之 一 贺 4.616 
矩形 3:2 4.624 
等 边 三 角形 4.774 
半天 4.803 
德 形 2:1 4.967 
等 腰 直 角 三 角形 4.967 
矩形 3:1 5.736 


1) 如 果 猪 能 更 聪明 一 点 的 话 ， 它 将 不 使 自己 的 身体 表面 最 小 ， 而 使 自己 的 热传导 
率 最 小 ?热传导 率 相当 于 同样 的 静电 容量 但 是 ,根据 庞 加 菜 定理 ， 这 个 不 同 的 
最 小 值 问题 有 相同 的 解 ， 还 是 球 ， 参 见 波 利 亚 ，< 美 国 数学 月 刊 > 《4merican 
Mathematical Monthly)s 第 54 着。1947， 第 201 一 206 页 。 
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别 , 它 对 每 一 种 形状 的 鼓 面 都 给 出 主音 的 音调 (频率 )?。 

所 列 的 十 种 膜 片 有 完全 相同 的 面积 ,其 中 圆 形 膜 片 列 在 表 头 ， 
它 有 最 深沉 的 主音 。 由 此 ,用 归纳 的 方法 我 们 能 够 得 出 ,在 所 有 不 
同形 状 中 ,图 具有 最 低 的 主音 这 一 结论 吗 ? 

当然 不 能 ; 因为 归纳 法 毕竟 不 是 能 起 决定 性 作用 的 证 据 确 切 
的 论证 方法 。 但 是 却 有 一 个 强 有 力 的 启发 ， 甚 至 比 上 述 的 结论 还 
要 强 。 我 们 知道 (而 瑞 利和 他 的 同时 代 人 也 知道 ), 具有 给 定 面积 
的 所 有 图 形 当中 , 圆 具 有 最 小 的 周 长 , 并 且 知 道 在 数学 上 可 以 论证 
这 个 定理 。 根据 我 们 想 靶 中 圆 的 这 个 几何 最 小 性 质 , 我 们 倾向 于 
承认 , 圆 也 具有 由 表 开 所 启示 的 物理 最 小 性 质 . 根据 类 比 强化 了 
我 们 的 断言 , 而 类 比 法 有 着 深远 的 影响 .比较 表 I 和 表 工 有 更 高 
度 的 启发 性 ,可 以 得 出 各 种 不 同 的 其 他 启示 ,而 这 些 启 示 现 在 我 们 
不 想 讨论 它 . 


$ 5. 导出 结论 


我 们 已 经 观察 到 支持 等 周 定理 成 立 的 各 种 场合 ,当然 ,说 已 经 
证 明了 等 周 定理 那 还 不 够 。 但 是 说 它 是 个 合理 狂想 却 是 充分 的 . 
-个 物理 学 家 是 用 他 自己 的 学 问 来 检验 猜想 的 ,他 从 中 导出 结论 .。 
这 些 结论 可 能 符合 实际 ,也 可 能 不 符合 实际 ,而 物理 学 家 可 以 通过 
设计 实验 来 找 出 它 是 属于 哪 一 种 情形 。 一 个 数学 家 也 是 用 他 自己 
的 学 问 来 检验 猜想 的 , 他 可 以 遵循 一 个 类 似 的 过 程 。 他 根据 自己 
的 猜想 得 出 结论 . 这 些 猜 想 可 能 正确 ,也 可 能 不 正确 ,而 数学 家 也 
想 判 断 出 它 是 属于 哪 一 种 情形 。 

让 我 们 来 模仿 这 个 检验 等 周 定理 的 过 程 ， 现 在 我 们 把 这 个 定 
理 儿 述 为 下 面 的 形式 ， 在 所 有 具有 相等 局 长 的 图 形 中 ， 罗 具有 最 
大 的 面积 。 这 种 说 法 与 上 面 ($2) 给 出 的 不 同 ， 不 仅仅 是 用 语 上 的 
不 同 , 但 是 可 以 证 明 这 两 种 说 法 是 等 价 的 。 关于 这 一 点 我 们 留待 
以 后 证 明 ( 参 看 $58), 现在 赶快 来 检验 结论 。 

1) 瑞 利 ，« 声 学 理论 > (Lord Rayleigh, The Theory of Sound) 第 二 版 ， 第 1 
卷 ,第 345 页 . 


，1890。 


《1) 泰 都 《Dido)，, 一 个 泰雅 ”国王 的 逃亡 女儿 , 经 过 许多 冒 
险 之 后 到 达 非 洲 海岸 ,在 那里 她 成 为 迎 太 基 创 立 者 的 继承 人 ,是 名 
太 基 传说 中 的 第 一 个 女王 , 泰 都 被 允许 从 当地 取得 “不 许 比 一 张 牛 
皮包 得 起 来 再 大 ”的 那么 一 块 海岸 。 于 是 她 把 牛皮 割 成 细 冠 的 长 
条 ,做 成 一 条 很 长 的 绳子 .然而 却 面临 了 一 个 几何 问题 ， 为 了 得 到 
最 大 的 面积 ， 泰 都 用 她 的 已 知 长 度 的 绳子 应 该 把 陆地 围 成 什么 样 
地? 

当然 ,就 内 陆 来 说 ， 答 案 应 是 一 贺 ， 但 是 ,在 海滨 则 问题 就 不 
同 。 现 在 让 我 们 来 解 这 后 一 问题 , 假设 海岸 是 一 条 直线 。 图 10.1 
中 弧 XYZ 具有 已 知 长 度 。 我 们 要 在 这 条 弧 与 直线 XZ (位 于 一 
条 已 知 的 无 穷 直 线 上 ,但 其 本 身长 度 却 可 以 随意 伸 长 或 缩短 ) 之 间 
转 成 一 块 最 大 的 面积 、 
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7 
图 10.1 泰 都 问题 图 10.2 ”用 镜像 法 求解 

为 了 解决 这 个 问题 ， 我 们 把 已 知 的 无 穷 直 线 〈 海 岸 线 ) 独 成 
是 一 面 镜子 ; 参看 图 10.2。 弧 线 XYZ 及 其 镜像 XY'Z 共同 形成 
一 条 具有 已 知 长 度 的 闭 曲线 XYZY'“， 该 闭 曲 线 所 围 成 的 面积 刚 
好 是 所 要 最 大 化 的 面积 的 二 倍 。 当 闭 曲线 是 一 个 以 无 穷 直线 ( 海 
岸 线 ) 为 对 称 轴 的 硒 时 ,所 求 的 面积 为 最 大 ,因此 , 泰 都 问题 的 解 是 
一 个 圆心 在 海岸 线 上 的 半圆. 

《2) 斯坦 纳 《Jakob Steiner) 从 等 局 定理 推导 出 许多 有 趣 的 结 
论 .让 我 们 来 讨论 他 的 论证 当中 特别 突出 的 一 个 .在 已 知 圆 内 作 一 
内 接 多 边 形 ( 图 10.3)， 现 在 把 顺 着 内 接 多 边 形 的 边 割 下 来 的 圆 片 


* Tyre 一 一 地 中 海 沿岸 一 古老 民族 .一 一 译 老 注 
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部 分 ( 即 图 10.3 中 的 阴影 部 分 ) 看 成 是 刚性 的 (从 硬 纸 片 前 下 来 的 ). 
可 以 认为 圆 的 这 些 刚 性 部 分 是 可 以 活动 地 在 内 接 多 边 形 的 顶点 处 
相连 在 一 起 。 在 连接 点 上 改变 角度 来 使 这 个 有 节 的 系统 变形 . 变 
形 后 (参看 图 10.4) 你 便 得 到 一 条 新 的 曲线 , 它 不 是 圆 ,而 是 依次 相 
连 的 圆 弧 , 它 有 与 已 知 圆 相同 的 周 长 。 因 此 , 根据 等 周 定理 ,新 曲 
线 所 围 成 的 面积 必定 比 已 知 圆 的 面积 小 。 然 而 圆 的 这 些 部 分 是 刚 
性 的 ( 硬 纸 片 ), 其 面积 不 能 改变 ,因此 只 有 经 过 变形 后 的 多 边 形 来 


这 个 结论 是 漂亮 的 , 可 是 还 没有 证 明 , 到 目前 为 止 , 我 们 甚至 
还 没有 证 明 等 周 定理 本 身 。 


图 10.3 一 个 内 接 多 边 形 图 10.4 ”活动 连接 与 硬 纸 片 部 分 

(3) 让 我 们 把 泰 都 问题 与 斯 坦 纳 方法 结合 起 来 ， 在 已 知 半圆 
内 作 一 条 内 接 的 封闭 折线 ; 参看 图 10.5。 把 从 半圆 割 去 的 封闭 折 
线 之 外 的 部 分 ( 即 图 10.5 中 的 阴影 部 分 ) 看 成 是 刚性 的 ( 硬 纸 片 )。 
但 在 它们 之 间 的 连接 点 则 是 可 以 灵活 转动 的 交 链 连接 ， 如 果 改 变 
角度 , 并 且 假 设 两 个 端点 能 沿 半圆 直径 的 延长 线 移动 . 你 就 得 到 
这 样 一 条 由 几 了 段 贺 弧 (在 本 例 中 是 三 段 圆 弧 ) 组 成 的 新 曲线 ， 这 些 
贺 弧 的 总 长 度 与 半圆 的 周 长 根 同 ,但 是 根据 我 们 在 (1) 中 已 经 讨论 
过 的 定理 ,在 已 知 无 穷 直线 的 条 件 下 ,这 些 圆 弧 包 括 的 面积 总 比 半 
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圆 的 面积 小 。 然 而 圆 的 部 分 是 刚性 的 ( 硬 纸 片 )。 因 此 只 能 由 经 过 
.变形 的 多 边 形 来 承担 面积 变 小 的 责任 。 从 而 有 定理 : 除 一 边 外 ， 
导 知 久 池 形 的 这 长 及 基 次 认 , 半 田 的 内 楼 多 沁 形 时 ， 其 面 


图 10.5 ” 泰 都 和 斯 坦 纳 问题 


$ 6. 证 明 结论 


一 个 物理 学 家 , 赁 他 的 猜想 就 已 经 推出 各 种 结论 ,但 他 希望 找 
出 一 个 根据 实验 方法 能 够 很 方便 地 进行 检验 的 结论 ， 如 果 这 些 实 
验 明显 地 与 所 推出 的 结论 相 了 矛盾 ， 那 么 这 种 狂想 本身 就 是 靠不住 
的 。 如 果实 验证 实 了 猜想 的 结论 ,那么 这 种 猜想 便 获 得 了 依据 ,而 
变 得 更 加 可 信 . 

数学 家 可 以 仿效 类 似 的 过 程 。 寻 找 能 够 证 明 或 推翻 他 的 猜想 
所 得 的 结论 .一 个 反面 的 结论 即 可 推翻 猜想 本 身 . 一 个 证 实 了 的 
结论 表明 这 种 猜想 比较 可 信 ,并 能 顺 着 猜想 找到 一 种 证 明 的 方法 。 

那么 关于 我 们 这 里 的 情形 如 何 呢 2 我 们 已 经 推出 等 局 定理 的 
若干 结论 ;那么 哪 一 个 又 是 最 容易 证 明 的 呢 2? 

《1) 实事 上 ,由 前 节 等 周 定理 所 推出 的 某 些 结论 都 与 关于 “ 极 
大 "的 某 些 基本 问题 有 关 。 那么 哪 一 个 结论 是 我 们 能 够 证 明 的 呢 ? 
让 我 们 来 观察 一 下 由 图 10.3 一 10.6 所 示 的 各 种 情形 。 哪 一 种 情形 
最 简单 呢 ? 一 个 多 边 形 的 复杂 性 随 着 它 的 边 数 增 加 而 增加 。 因 
此 ,所 有 的 多 边 形 中 最 简单 的 是 三 角形 ; 当然 ,我 们 对 三 角形 了 解 
的 多 , 所 以 也 就 喜欢 三 角形 。 现 在 , 图 10.3 和 图 10.4 对 三 角形 来 
说 没有 意义 ,或 者 说 它们 与 三 角形 无 关 : 一 个 具有 已 知 边 的 三 角 
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形 是 确定 的 ， 亦 即 固定 的 ， 就 一 个 三 角形 而 言 ， 不 能 像 由 图 10.3 
变 到 图 10.4 那样 而 发 生变 化 . 但 是 , 对 三 角形 来 说 , 由 图 10.5 变 
到 图 10.6 却 是 完全 可 能 的 。 这 可 以 说 是 迄今 由 等 周 定理 已 经 推 
出 的 最 简单 的 结论 。 现 在 我 们 来 检验 它 ， 


图 10.6 几 部 分 具有 硬 纸 片 


由 $5(3) 中 推出 这 个 结果 的 最 简单 的 特殊 情形 , 它 解决 了 下 列 
间 题 ， 已 知 三 角形 的 两 边 , 求 其 最 太 面积 。 该 节 给 出 的 答案 是 : 
当 这 个 三 角形 内 接 于 以 原来 未 知 边 为 直径 的 半圆 时 ,其 面积 最 大 . 
而 这 就 是 说 ， 当 二 已 知 边 夹 一 直角 时 其 面积 最 大 , 这 是 显然 的 
( 例 8.7). 

我 们 在 证 明 等 周 定理 的 第 一 个 结论 时 已 获得 成 功 。 自然 ,这 
桩 的 成 功 使 我 们 受到 鼓舞 。 那么 刚才 证 明 过 的 背后 事实 又 是 什么 
呢 ? 我 们 能 够 推广 它 吗 ? 还 能 证 明 其 它 的 结论 吗 ? 

02) 人 轩 江 到 下 各 的 国 因 : 


图 10.7 ”具有 一 个 连接 点 的 指 状 物 图 10.8 ”起 指 状 物 
我 们 引进 相应 的 记号 并 作 图 10.8。 已 知 长 度 48, BC，,*…， 
KL; 长 度 工 4 是 未 知 的 .我们 可 以 把 折线 4BC…F.…KL 想 
像 成 一 种 “ 超 指 状 物 ”;“ 骨 架 ”A4B, BC,.…，KL 的 长 度 是 不 变 
的 ,而 在 连接 点 B,C ，*…,F,-…,K 处 的 角度 却 是 可 以 变化 的 。 
我 们 要 求 作 一 多 边 形 4BC….KLA4 使 得 面积 最 大 。 
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如 同 以 前 所 讨论 过 的 某 些 问题 一 样 ($8.4, 8.5)， 其 特有 的 困 

难 似乎 是 存在 许多 变量 (于 B，C，……，PF，…… 以 及 天 处 的 角度 ). 

在 (1) 里 ,我 们 刚刚 讨论 过 问题 的 极端 特殊 情形 , 即 只 有 一 个 角度 

变量 (恰好 是 一 个 连接 点 ;图 10.7)。 自 然 ,我 们 希望 能 够 像 利 用 台 
阶 一 样 ,通过 应 用 这 种 特殊 情形 来 解 一 般 问 题 。 

大 实际 上 ， 我 们 可 以 假设 这 

个 问题 差不多 已 经 解决 ， 让 我 

们 来 设想 , 除 一 个 角度 以 外 ,已 


经 得 到 所 要 求 的 全 部 角度 值 . 
图 10.9 只 有 -个 连接 上 的” ”在 图 10.9 中 , 我 们 把 F 处 的 角 
角 话 是 可 变 的 度 看 成 是 可 变 的 , 而 在 8, C， 


…， KK 处 的 所 有 其 余 角 度 都 看 成 是 固定 的 ;连接 点 B，C， …， 天 
都 是 固定 不 变 的 ， 只 有 下 是 可 变 的 . 我 们 将 点 4 与 TZ 和 Ff 相连 . 
长 度 4F 和 LF 是 不 变 的 。 现在 把 整个 多 边 形 4BC.…F… 
KLA 分 解 成 三 部 分 , 其 中 两 部 分 是 刚性 的 ( 硬 纸 片 ), 而 只 有 第 三 
部 分 是 可 变 的 。 具体 地 说 ,两 个 多 边 形 4BC*…F4 和 LK:…FL 
都 是 刚性 的 。 而 三 角形 4FL 有 两 个 已 知 边 F4 和 FL ,但 在 F 点 
的 角度 是 可 变 的 ， 正如 片刻 之 前 在 (1) 持 如 图 10.7 所 指出 的 那 
样 ， 当 和 4FL 为 一 直角 时 ， 三 角形 和 包含 它 在 内 的 整个 多 边 形 
4BC.…F…KL4 的 面积 都 最 大 。 

这 种 推理 显然 也 同样 适用 于 其 他 的 连接 点 ， 即 也 适用 于 B， 
Wt i 只 礁 初 本 知 廊 4 所 


最 大 面积 : 订 友 让 放 丰 在 站 场 办 央 我 们 认为 存在 一 个 最 大 
古 玉 人 汉 榴 全国 人 的 汪汪 换 句 话说 ,用 下 


于 此 我 们 恰好 又 得 到 了 各 1 §5 (3) 中 同样 的 结果 ， 但 这 里 却 完 
全 没有 应 用 等 周 定理 , 而 $5 (3) 中 用 到 了 ， 
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(3) 起 初 我 们 在 〈1) 里 已 经 证 明了 等 周 定理 的 一 个 非常 特殊 
情形 的 结论 ,而 后 ,又 在 (2) 里 证 明了 许多 较为 概括 的 结论 .现在 ， 
也 许 我 们 应 该 集中 主要 精力 , 来 着 手 解决 上 述 $5 (2) 的 另 一 种 扩 


充 的 结论 ， 
比较 两 个 多 边 形 48B8C-…KL 与 4B8'C"……K'L'; 参看 图 
10.10。 对 应 边 相 等 , 4B 二 4'B', BC = B'C'’,.…, KL ~ K'L’, 


ZL4 一 L'4', 而 某 些 对 应 角 却 不 相同 ; 4BC.… .KE 内 接 于 圆 ,而 
A'B'C”…K'L' 却 不 然 . 

连接 多 边 形 4BC…KL 的 一 个 项 点 7 与 其 外 接 贺 的 圆心 ， 
并 作 直 径 JM. 如 果 点 M 刚 好 与 4BC.…. 天 的 一 个 顶点 重合 ， 
那么 问题 大 大 简化 (从 而 可 直接 引用 (2) 中 的 结论 )， 如 果 对 不 是 
一 个 顶点 ,而 位 于 内 接 多 边 形 两 个 相 邻 顶点 ,例如 4 与 召 之 间 的 圆 
周 上 ， 那 么 连接 M4 与 MB， 考 虑 AdMB (图 10.10 中 阴影 部 
分 ), 并 在 底 边 4'B” 上 构造 一 个 与 A4MB 全 等 的 人 4M'B' ( 亦 
为 阴影 部 分 )， 最 后 ,连接 7M-“. 

以 直线 JM 将 多 边 形 4MBC,….KZL 分 为 两 部 分 (参看 图 
10.10; TM” 世相 应 地 分 对 应 的 多 边 形 为 两 部 分 )。 把 (2) 中 证 
明 过 的 定理 应 用 于 这 两 部 分 ,可知 内 接 于 半圆 的 多 边 形 MBC……… 
了 的 面积 不 小 于 M'B'C'…-y 的 面积 ; 事实 上 ， 除 构成 半圆 直径 
的 边 MJ 可 能 与 M7 不 同 以 外 ,两 个 多 边 形 的 对 应 边 全 都 相等 。 
根据 同样 理由 ，MA4LK……J 的 面积 也 不 小 于 M'4'L'K” 7 的 
面积 。 合 在 一 起 ,得 到 

面积 AMBC:……KL > 面积 4M BC 天 


而 
AAMB SAA'M'B'. 
前 后 两 式 相 碱 ,就 得 到 
面积 4BC……KL > 面积 4'B'C'………KL'. 
二 te 
于 此 已 精确 地 得 到 $5 《2) 中 同样 的 结果 , 但 这 里 却 没有 用 到 
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等 周 定理 ,而 在 5 (2) 中 用 到 了 。 


图 10.10 ”一 个 是 内 接 多 边 形 * 另 一 个 不 是 


《扩充 后 两 个 多 边 形 面积 之 间 的 头 一 个 不 等 式 包含 符号 > , 虽 
然 认真 的 读者 会 想到 应 是 符号 之 。 让 我 们 附带 讨论 一 下 这 个 有 点 
比较 微妙 的 地 方 。 我 说 的 是 ,多 边 形 4M' BC … ' 天 工 ” 不 是 贺 的 
内 接 多 边 形 ; 按 男 一 种 说 法 ，4'B'C'…K'L' 也 可 以 是 内 接 多 边 
形 , 也 可 以 不 是 ， 我 说 多 边 形 M'B'C'…* 了 与 多 边 形 M'4'L'K 
“…"J 二 者 都 不 是 以 M'J' 为 直径 的 一 个 半圆 的 内 接 多 边 形 ; 按 另 
一 种 说 法 ,整个 多 边 形 4'M'B'C'…*K'L" 也 可 以 是 圆 的 内 接 多 边 
形 , 也 可 以 不 是 。 因 此 ,在 推导 问题 中 的 不 等 式 时 ,两 次 用 到 的 “不 
小 于 ”一 词 ,至 少 可 以 用 一 次 “大 于 "来 代替 .)? 


$7. 非常 密切 的 关系 


已 经 证 明成 功 的 许多 结论 ， 使 得 等 周 定理 变 得 更 加 合乎 推理 
逻辑 ， 还 不 止 于 此 ,我 们 可 能 还 感到 ,对 于 等 周 定理 的 完整 证 明 来 
说 ,这 些 结论 已 经 “包含 很 多 ”等 周 定理 的 因素 , 就 是 说 , 与 它 的 最 
后 解决 有 “非常 密切 ”的 关系 . 


1) 本 节 这 些 定理 和 证 明 是 由 吕 依 埃 给 出 的 ; 参见 第 八 章 例题 3 的 鹏 注 2). 
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如 果 存 在 有 这 样 多 边 形 的 话 , 那 它 必定 是 图 的 内 接 多 边 形 .这 
就 是 我 们 可 以 从 $ 6 (3) 最 后 的 论述 中 立刻 得 出 的 一 个 结论 . 

另 一 方面 ,还 可 以 认为 上 述 问题 已 近乎 解决 。 假 设 除 一 点 , 例 
如 X 外 ,你 已 经 知道 所 有 项 点 的 确切 位 署 。 比如 说 ,其 余 z 一 1 工 个 
顶点 U,…,W，Y 和 Z 已 经 固定 . 于 是 整个 多 边 形 U:….WXYZ 
由 两 部 分 组 成 : 一 部 分 是 具有 已 经 固定 的 a 一 1 个 顶点 的 多 边 形 
U.…WYZ， 它 不 依赖 于 顶点 X, 另 一 部 分 是 人 WXY , 它 依赖 于 
预 点 X。 你 已 知 此 人 WXY 的 底 边 WY 以 及 其 余 两 边 之 和 WX 
十 XY; 事实 上 , 即 是 假设 多 边 形 的 >” 一 2 条 边 是 已 知 的 ,并 且 实 
际 上 你 还 知道 所 有 # 条 边 之 和 。 人 入 WXY 的 面积 必须 为 最 大 。 然 
而 ,具有 已 知 底 和 周 长 的 人 WXY， 当 其 为 等 腰 三 角形 时 , 面积 才 
达到 最 大 ( 例 8.8), 这 几乎 是 显然 的 。 也 就 是 说 ,应 有 WX = XY， 
即 所 求 的 多 边 形 其 二 邻 边 应 该 相等 。 因此 (根据 条 件 的 对 称 性 以 
及 局 部 变动 模式 ) ,任何 两 个 邻 边 相 等 ， 进 而 所 有 的 边 都 相等 : 所 
要 求 的 多 边 形 必 是 等 边 多 边 形 . 

所 要 求 的 多 边 形 内 接 于 圆 且 等 边 ， 即 必需 是 正 的 : 具有 已 知 
边 数 和 已 知 周 长 的 所 有 多 边 形 当 中 ,以 正 多 边 形 的 面积 最 大 . 

02) 两 个 正 多 边 形 ， 一 个 有 ** 条 边 , 另 一 个 有 n 十 1 条 边 , 且 
有 相同 的 周 长 , 问 哪 一 个 面积 较 大 ? 

像 在 (1) 中 刚刚 看 到 过 的 , 正 ”+ 1 边 形 的 面积 比 任何 有 相同 
周 长 的 非 正 十 1 边 形 的 面积 都 大 ,而 正 = 边 形 ,比如 说 它 的 每 条 
边 都 等 于 a, 可 以 认为 它 是 一 个 非 正 7 十 1 边 形 : 其 x 一 1 条 边 
的 长 度 都 等 于 a, 而 另外 两 条 边 的 长 度 各 等 于 a/2， 并 且 有 一 个 
等 于 180° 的 内 角 .,( 按 通常 的 方法 来 表达 ,就 是 把 多 边 形 一 条 边 的 
中 点 认为 是 一 个 顶点 ,从 而 你 就 得 到 现在 不 寻常 的 概念 . ) 因 此 ,下 
“十 1 边 形 的 面 职 比 具 有 根 同 周 长 的 下 边 形 的 面积 大 . 

(3) 一 个 圆 与 一 个 正 多 边 形 有 相同 的 周 长 ， 问 哪 一 个 面积 较 
大 ? 

让 我 们 理解 一 下 前 述 结果 (2) 中 的 意义 . 取 w 一 3，4，-… 来 
重 述 一 下 各 种 特殊 情形 下 的 结果 ,在 从 正三 角形 过 渡 到 具有 相同 
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周 长 的 正方 形 过 程 中 ， 我 们 发 现 后 者 的 面积 增加 了 ， 再 从 正方 形 
过 渡 到 具有 相同 周 长 的 正 五 边 形 的 过 程 中 , 面积 也 增加 了 。 如 此 
等 等 ,从 一 个 正 多 边 形 过 渡 到 下 一 个 正 多 边 形 , 比如 , 从 正 五 边 形 
过 渡 到 正大 边 形 , 从 正六 边 形 过 渡 到 正七 边 形 , 一 般 地 ,从 正 # 边 
形 过 渡 到 正 ” + 1 边 形 ,我 们 看 到 在 保持 周 长 不 变 的 情况 下 ,每 一 
步 的 面积 都 在 增加 。 在 极限 情形 下 , 最 后 得 到 圆 ， 其 周 长 仍 然 相 
同 ， 但 是 面积 却 显然 大 于 无 穷 多 边 形 序列 中 的 任何 一 个 正 多 边 形 
的 面积 , 而 圆 是 该 序列 的 极限 。 从 而 圆 的 面积 大 于 任何 县 有 相同 


《4) 一 个 圆 和 一 个 具有 相同 周 长 的 任意 多 边 形 ， 哪 一 个 面积 
较 大 ? 

当然 是 圆 的 面积 大 ,这 从 上 述 的 (1) 与 (3) 立 刻 推 得 . 

(5) 一 个 圆 和 一 条 具有 相同 周 长 的 任意 曲线 所 围 成 的 面积 ， 
哪个 面积 较 大 ? 

也 是 留 ， 这 可 从 上 述 的 (4) 推 出 ,因为 任何 曲线 都 是 多 边 形 的 
极限 ， 至 此 ,我 们 已 经 证 明了 等 周 定理 ! 


$ 8. 等 周 定理 的 三 种 形式 


在 上 文中 ($6 与 $7), 我 们 已 经 证 明了 等 周 定理 的 下 述 断 言 : 

I， 记 有 等 周 长 的 平面 图 形 中 ,以 圆 的 面积 最 大 . 

可 是 ,在 $2 中 , 我 们 曾 用 男 一 种 叙述 方法 讨论 过 . 

开 . 所 有 等 面积 的 平面 图 形 中 ,以 贺 的 周 长 最 小 . 

这 两 个 命题 有 区 别 , 区 别 不 仅仅 在 于 措 词 不 同 . 关于 它们 还 
需要 某 些 进一步 的 阐明 . 

(1) 两 条 曲线 所 谓 "等 局 ", 是 指 它们 的 周 长 相 等 .“ 所 有 等 周 
的 平面 业 线 中 , 以 加 的 面积 最 大 ”一 一 这 是 命题 1 的 传统 用 语 , 它 
也 说 明 ” 等 周 定理 "名称 的 由 来 . 

《2) 我 们 可 以 称 等 周 定理 的 两 个 命题 (I 与 了 DD 是 “ 共 斩 命题 
《参看 $8.6)， 下 面 我 们 要 指出 , 由 于 这 两 个 命题 都 等 价 于 同一 第 
三 者 ,所 以 这 两 个 共 拒 命题 是 彼此 等 价 的 . 
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(3) 设 已 知 曲线 所 围 成 的 面积 为 4, 周 长 为 工 ,还 假设 该 曲线 
与 以 > 为 半径 的 圆 等 周 : 即 L 一 ?rr。 那么 等 周 定 理 的 第 一 种 形 
式 (命题 了 ) 断言 


A<an. 
用 + 替换 工 的 表达 式 有 + = 一 L/2x, 很 容易 把 不 等 式 变形 为 


人 <1. 


我 们 称 这 个 不 等 式 为 等 周 不 等 式 , 并 称 左 端的 商 为 等 周 商 ， 等 周 
商 只 依赖 于 曲线 的 形状 ,而 不 依赖 于 它 的 长 度 ， 事 实 上 ,如 果 不 改 
变 曲线 的 形状 ,而 只 按 ! 与 2 之 比 来 扩大 曲线 的 尺寸 ,那么 周 长 变 
为 2 ,面积 变 为 44, 但 是 商 4/ 保持 不 变 ,因此 4z4/ 同样 成 
立 , 按 任何 比例 扩大 也 都 如 此 ， 有 些 作者 把 4/Z? 称 作 等 局 商 ; 而 
我 们 已 经 引进 了 一 个 因子 4zx 作为 这 里 的 等 周 商 ， 在 圆 的 情形 下 ， 
它 等 于 1， 用 这 个 术语 ,可 以 说 : 

IT， 所 有 的 平面 则 纱 中 ,以 嚼 的 等 局 南 景 太 

这 就 是 等 周 定 理 的 第 三 种 形式 . 

(4) 我 们 已 经 得 到 具有 相同 周 长 的 平面 图 形 等 周 定理 的 第 三 
种 形式 。 现在 让 我 们 从 命题 II 出 发 ， 过 渡 到 具有 相同 面积 的 图 
形 .假设 一 条 曲线 具有 面积 为 4， 周 长 为 了 , 它 与 以 7 为 半径 的 一 
个 加 有 相同 的 面积 ,也 就 是 说 4 一 xr:。 用 4 来 替换 这 个 表示 式 ， 


C 
图 10.11 泰 者 问题 ,只 用 图 10.12 有 时 用 反射 原理 来 解 它 
一 个 角 比较 麻烦 


1) 如 果 把 “等 周 商 "简写 为 英语 的 简称 I.Q.， 则 应 该 说 加 有 最 大 的 .Q.. 
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很 容易 把 等 周 不 等 式 变形 为 > 2xr ,这 就 是 说 ,该 图 形 的 周 长 比 
具有 相同 面积 的 贺 的 周 长 大 .于 是 得 到 等 周 定理 的 第 二 种 共 罗 形 
式 , 即 得 到 命题 I. 

《5) 当然 ,我 们 也 可 以 沿 着 命题 的 相同 路 线 按 相 反 的 方向 进 
行 ,通过 王 , 从 开导 岂 I. 于 是 我 们 满意 地 看 到 , 所 有 的 三 种 形式 
都 是 等 价 的 ， 


$9. 应 用 与 问题 


如 果 泰 都 与 海 角 邻 近 的 土著 达成 友好 协议 , 那么 与 $5 (1) 中 

所 讨论 过 的 问题 相 比 ,也 许 她 的 问题 更 类 似 于 下 述 情形 ; 
已 知 一 个 角 ( 从 同一 始点 所 引 两 条 射线 间 的 平面 无 限 部 分 ) 
用 一 -条 已 知 长 度 的 线 切割 它 , 求 其 最 大 面积 . 

在 图 10.11 中 ,已 知 角 ( 海 角 ) 的 顶点 , 命 之 为 C， 假设 连接 两 
点 X 与 Y 的 任意 一 条 线 有 已 知 长 度 1。 在 这 条 曲线 和 海岸 之 闻 我 
们 要 求 使 得 三 隅 和 角 的 面积 最 大 .我 们 可 以 移动 曲线 的 两 个 端点 X 
与 Y, 也 可 以 改变 曲线 的 形状 ,但 不 能 变更 曲线 的 长 度 7. 

这 个 问题 不 是 那么 容易 解答 的 ， 但 它 是 一 个 选择 特殊 数据 的 
问题 ,如 果 选 择 适 当 , 就 会 使 这 个 问题 变 得 比较 容易 一 些 . 如 果 C 
处 的 角度 为 一 直角 ,那么 就 角 的 一 边 而 言 , 首 先 我 们 可 以 取 第 一 边 
的 镜像 ,其 次 取 另 一 边 的 镜像 . 于 是 我 们 得 到 这 样 一 个 新 的 图 形 ， 
即 图 10.12, 以 及 一 个 新 间 题 . 线 XY 反射 四 次 , 产生 一 条 具有 已 
知 长 度 为 42 的 封闭 曲线 。 原来 的 面积 最 大 化 问题 ， 经 反射 四 次 
后 ,产生 一 个 新 的 面积 最 大 化 问题 ,后 者 的 面积 是 用 新 的 已 知 曲线 
完全 包围 起 来 的 ， 根 据 等 周 定理 , 新 问题 的 解 应 是 一 圆 ， 这 个 加 
有 两 条 已 知 的 对 称 轴 , 即 XX 和 YY', 因此 ,圆心 应 是 两 条 对 称 轴 
的 交点 , 即 在 C 点 处 ， 从 而 ,原来 问题 ( 泰 部 问题) 的 解 应 是 一 个 象 
限 : 圆心 在 已 知 角 顶 点 处 的 四 分 之 一 圆 . 

这 里 , 我 们 自然 想到 以 图 10.2 为 背景 的 $S3 (1) 的 解 , 易 见 那 
个 解 非常 类 似 于 现在 的 解 。 容易 看 出 , 属于 这 类 解 的 情形 可 以 有 
无 穷 多 个 。 如 果 在 C 处 的 已 知 角 为 360°/(2n) 一 180°/n, 用 反复 
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反射 的 方法 .具有 已 知 长 度 为 ! 的 曲线 XY 可 以 变 成 一 条 具有 长 
度 儿 2z: 的 封闭 曲线 ,从 而 使 所 提出 的 问题 变 成 一 个 新 问题 ,而 根 
据 等 周 定理 ,新 问题 的 解 应 是 一 圆 、 在 $5 (1) 中 所 讨论 的 情形 与 
本 节 讨 论 过 的 情形 刚好 是 这 个 无 穷 序列 中 对 应 于 = 一 1 和 ?= 一 2 
的 头 两 种 情形 . 

也 就 是 说 ,如 果 在 C 处 的 角度 属于 特殊 的 一 类 《180°/n,n 为 
整数 ) ,那么 问题 (图 10.11) 的 解 应 是 以 C 为 心 的 圆 弧 . 自然 ,我 们 
希望 这 种 形式 的 解 不 依赖 于 角度 的 大 小 《至 少 只 要 此 角度 不 超过 
180°). 就 是 说 ,不 管 C 处 的 角 是 否 是 属于 180°/4 的 特殊 类 ,我 们 
猜想 图 10.11 问题 的 解 仍 是 以 C 为 心 的 圆 弧 . 这 个 猜想 是 一 个 由 
7 一 1，2,，3，'… 无穷 多 的 特殊 情形 为 依据 所 证 明了 的 归纳 猜想 。 
那么 这 个 猜想 总 是 对 的 吗 ? 

关于 等 周 定 理 的 上 述 应 用 和 所 附 的 问题 ， 能 够 帮助 我 们 预料 
其 他 的 许多 类 似 应 用 和 问题 ， 关 于 定理 的 推导 又 引起 了 进一步 的 
新 间 题 ; 在 立体 几何 和 数学 物理 中 还 类 比 地 启示 其 他 的 问题 . 深 
刻 立 足 于 我 们 的 生活 经 验 和 直观 地 观察 中 的 等 周 定理 ， 是 如 此 容 
易 猜 到 ,但 却 不 容易 证 明 , 它 是 诱发 我 们 灵感 的 一 个 取 之 不 尽 的 源 
泉 . 


第 十 章 的 例题 和 注释 
第 一 部 分 

1， 回 顾 . 在 上 面 ($6~$8) 我 们 已 经 证 明了 等 周 定理 一 “是 这 
样 吗 ? 让 我 们 一 步 一 步 地 来 检验 其 论证 . 

对 56 (1) 的 结果 似乎 是 没有 反对 的 。 而 在 解 $6 (2) 的 问 是 
时 , 我 们 曾 不 加 证 明 地 假设 了 最 大 值 的 存在 性 ; 在 $7 (1) 中 我 们 
也 这 样 做 了 ， 这 些 未 加 证 明 的 假设 是 否 会 使 结论 失效 呢 ? 

2 你 能 用 不 同 的 方法 推出 基 些 部 分 的 结果 吗 ? 直接 证 明 $5 
(2) 中 所 求 得 结果 的 最 简单 的 不 寻常 的 特殊 情形 。 即 不 依赖 于 $6 
《3) 来 证 明 , 贺 内 接 四 边 形 的 面积 比 任何 其 他 具有 相同 边 长 的 四 边 
形 的 面积 都 大 ，[ 例 8.41.] 
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3， 比较 详细 地 重新 叙述 $7 (2) 的 论证 : 构造 一 个 = 十 1 边 
形 , 它 与 一 个 正 7 边 形 有 相同 的 周 长 , 但 面积 却 比 正 ” 边 形 的 大 . 

4. 不 依赖 于 $7 (3), 用 别 的 方法 来 证 明 ， 圆 比 具有 相同 周 长 
的 任何 正 多 边 形 的 面积 都 大 . 

5. 一 般 性 地 证 明 , 圆 比 具 有 相同 周 长 的 任何 网 内 接 多 边 形 的 
面积 都 大 . 

6， 比较 详细 地 重新 叙述 $7 (5) 的 论证 :; 它 能 证 明 $8 的 命题 
I 吗 ? 有 什么 异议 吗 ? 


证 明 下 面 丙 个 命题 等 人 的 
“所 有 具有 一 定 表 面 面 积 的 盒子 当中 ,以 立方 体 的 体积 最 大 .” 
“所 有 具有 一 定 体积 的 盒子 当中 ,以 立方 体 的 表面 面积 最 小 .” 
8、 等 周 定理 的 更 清晰 的 形式 ， 把 下 述 命题 同 58 的 命题 1,II， 

三 作 比 较 ， 

T。 圆 的 面积 比 具 有 相同 周 长 的 任何 其 他 平面 封闭 曲线 的 面 

积 都 大 . 

开 . 加 的 周 长 比 具有 相同 面积 的 任何 其 他 平面 封闭 曲线 的 周 

长 都 小. 

I 如 果 4 是 一 条 平面 封闭 曲线 的 面积 , 工 是 它 的 局 长 , 则 
4rd 一 
Le 

当 且 仅 当 曲线 为 一 圆 时 ,等 式 成 立 . 
9. 已 知 一 条 周 长 为 面积 为 4 的 封闭 曲线 C; C 不 是 圆 . 构 

造 一 条 具有 相同 周 长 Z 而 面积 为 4' 的 封闭 曲线 C', 但 4' 大 于 4. 
这 个 问题 很 重要 (为 什么 ?), 但 却 不 那么 容易 做 ， 如 果 你 不 能 

完全 一 般 性 地 证 明 它 , 你 可 以 就 有 意义 的 特殊 情形 来 证 明 它 ;提出 

一 个 适当 的 问题 ,使 之 将 你 引 向 一 般 解 ; 试 重 述 这 个 问题 ; 尝试 以 

各 种 方法 解决 的 途径 . 

10. 已 知 一 个 局 长 为 了 上、 面积 为 了 的 四 四 边 形 C ,构造 一 个 具 

有 相同 周 长 上、 面积 为 4 的 三 角形 C", 但 4 比 4 大 ， 
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11. 推广 例 10. 

12. 如 果 定 义 信息 “C 不 是 圆 ” 为 “ 纯 负 的 ”"。 那么 你 能 用 像 处 
理 例 9 那样 的 某 种 方法 来 描述 C ,使 它 更 加 为 “ 正 的 " 吗 ? 

[任何 曲线 上 的 任意 三 点 不 是 共 圆 ,就 是 共 直 线 ， 如 果 是 四 点 
应 该 如 何 ?] 

13. 已 知 一 条 局 长 为 工 、 面 积 为 4 的 封闭 曲线 C; C 上 存在 
四 点 P,8, R 和 3 既 不 共 圆 , 也 不 共 直 线 ， 试 构造 一 条 具有 相同 
周 长 工 , 面积 为 4 ,全 比 4 大 的 封闭 曲线 C'。[ 例 2.] 

14. 试 比较 下 面 两 个 问题 

考虑 具有 已 知 周 长 的 不 同 封闭 曲线 .。 如果 C 是 具有 这 种 周 长 
的 一 条 曲线 ,但 不 是 圆 ,那么 我 们 可 以 构造 另 一 条 具有 相同 周 长 的 
曲线 C', 其 面积 更 大 . 《事实 上 ,这 在 例 10 ~13 中 已 经 完成 了 . C 
不 为 圆 的 条 件 是 必 不 可 少 的 ;对 于 曲线 为 圆 , 增加 它 的 面积 , 我 们 
的 构造 法 就 会 失败 . ) 由 此 我 们 能 得 出 加 有 最 大 面积 的 结论 吗 ? 

考虑 正 整数 . .如 果 7# 是 这 样 一 个 整数 ,但 不 等 于 1, 那么 我 们 
可 以 构造 男 一 个 正 整 数 x" 比 > 大 . (事实 上 , 令 nz' 二 ww， 条 件 
7 之 1 是 必 不 可 少 的 ; 对 于 = 一 1, 由 于 了 一 1, 我 们 的 构造 法 就 
会 失败 .) 由 此 我 们 能 得 出 1 是 最 大 整数 的 结论 吗 ? 

若是 有 什么 差别 的 话 ,请 指出 这 种 不 同 . 

15， 证 明 例 8 的 命题 T 


第 二 部 分 
16. 杆 和 强 ， 已 知 一 根 杆 和 一 条 强 , 把 杆 的 各 端 与 强 的 相应 
各 端 系 在 一 起 (当然 , 绳 应 该 比 杆 长 )。 以 这 种 新 奇 设计 围绕 尽 可 
能 大 的 面积 . 
放弃 杆 。 杆 的 端点 4 和 8 完全 确定 它 的 位 置 , 而 绳 可 以 取 无 
穷 多 种 形状 ,形成 一 条 以 4 为 起 点 ，B 为 终点 , 具有 已 知 长 度 的 任 
意 曲线 ; 参看 图 10.13。 绳 的 一 种 可 能 形状 是 一 段 圆 弧 , 这 段 圆 弧 
包 有 一 个 以 杆 为 弦 的 弓形 。 加 上 另 一 个 弓形 (图 10.14, I 的 阴影 
部 分 7) 就 成 为 一 个 完整 的 圆 ,而 把 同一 弓形 加 到 由 杆 和 绳 的 任意 位 
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置 所 包含 的 图 形 上 , 就 成 为 另 一 种 样子 (图 10.14, ID) 显然 , 图 
10.14, 工 的 圆 面积 大 于 具有 相同 局 长 的 任何 其 他 曲线 的 面积 ， 图 
10.14, 本 就 是 后 一 种 曲线 . 从 I 与 工 中 各 减 去 相同 的 弓形 ( 即 阴 
影 部 分 ,到 求 得 结果 : 当 绿 构 万 一 妈 天 红 时 ， 由 村 和 绿 所 用 成 


面积 最 太 . 


如 果 我 们 把 任何 不 变 的 面积 沿 着 它 的 不 变 的 直线 边界 加 到 图 


B 
图 10.13 ” 杆 和 强 
5 A 
I 
图 10.14 


10.13 的 可 变 面积 上 ,其 结 
果 仍 然 是 正确 的 。 这 点 很 
有 用 . 

叙述 它 的 共 柜 结果 。 
也 就 是 ,阐述 这 样 的 事实 : 
像 上 述 求 得 的 与 58 定理 
I 有 关系 的 事实 一 样 ， 它 
与 $8 定理 工 有 关系 . 

17. 已 知 一 角 ( 即 由 
同一 点 所 引 两 条 射线 之 间 
的 平面 无 限 区 域 ) 以 及 两 


辑 弧 原理 


边 上 各 一 点 。 用 具有 已 知 长 度 的 线 连 接 这 两 已 知 点 , 求 从 角 截 下 
的 最 大 面积 . 《在 图 10.11 中 ,两 点 XxX 和 Y 是 已 知 的 ,》 
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18. 已 知 一 张 开 小 于 180° 的 角 及 其 一 边 上 的 一 点 ， 从 这 已 
知 点 为 起 点 作 有 已 知 长 度 的 线 ， 求 从 角 戴 下 的 最 大 面积 ，( 在 图 
10.11 中 ,点 Xx 是 已 知 的 ,而 点 Y 是 可 变 的 .) 

19. 已 知 一 张 开 小 于 180° 的 角 . 用 一 已 知 长 度 的 线 截 此 角 ， 
求 截 下 的 最 大 面积 .在 图 10.11 中 , 两 点 X 和 Y 都 是 可 变 的 。 这 
是 $9 中 已 叙述 过 的 一 个 狂想 .》 

20. 已 知 一 张 开 小 于 180° 的 角 . 用 一 已 知 长 度 的 直线 截 此 
角 , 求 截 下 的 最 大 面积 . 

21. 两 根 村 和 两 条 强 ， 设 有 两 根 杆 4B 和 CD。 把 第 一 条 绳 
的 一 端 与 第 一 根 杆 的 末端 系 起 来 ， 而 把 此 绳 的 另 一 端 与 第 二 根 
杆 的 首 端 C 系 起 来 .第 二 条 强 类 似 地 连接 D 和 4， 试用 这 种 奇妙 
的 设计 围 成 尽 可 能 大 的 面积 . 

22。 将 上 述 例 21 进行 推广 证 明 . 

23. 列举 特殊 情形 ， 并 通过 列举 特例 的 方法 来 得 出 在 本 书 中 
起 着 重要 作用 的 一 条 基本 定理 ， 

24. 已 知 空间 一 圆 ， 求 具有 已 知 面积 的 曲面 ， 使 其 包 有 以 已 
知 圆 为 缘 的 加 盘 有 最 大 的 体积 .[ 你 知道 类 似 的 问题 吗 ?] 

25. 立体 几何 中 的 泰 都 问题 。 已 知 一 个 三 面 角 ( 交 于 一 点 的 
三 张 平面 把 空间 所 分 成 的 八 个 无 限 部 分 之 一 )。 求 以 一 已 知 面积 
的 曲面 从 此 三 面 角 截 下 的 只 大 体积 
这 也 是 个 很 难 的 问题 。 你 只 就 一 种 比较 容易 解决 的 特殊 情形 
来 回答 . 

26. 发现 一 个 与 你 能 预见 结果 的 例 25 相 类 似 的 问题 [进行 
推广 ,特殊 化 ,推出 极限 ，….] 

域 .连接 围 线 上 两 点 的 一 段 弧 ,如 果 把 这 区 域 分 成 面积 相等 的 两 部 
分 ,就 把 它 称 作 这 区 域 的 一 条 等 分 线 . 

证 明 ,同一 区 域 的 任何 两 条 等 分 线 至 少 有 一 个 公共 点 

28。. 比较 一 正方 形 的 两 条 等 分 线 ， 一 条 是 通过 正方 形 中 心 且 
平行 于 一 边 的 直线 另 一 条 是 圆心 在 一 个 顶点 的 四 分 之 一 圆 弧 。 
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试问 ,这 两 条 中 哪 条 较 短 ? 

29. 求 一 等 边 三 角形 的 最 短 直 等 分 线 ， 

30. 求 一 等 边 三 角形 的 最 短 等 分 线 . 

31. 证 明 , 一 圆 的 最 短 等 分 线 是 它 的 直径 . 

32. 求 一 椭圆 的 最 短 等 分 线 . 

33. 试 述 包括 例 28 一 32 的 一 般 性 定理 . 

34， 封闭 曲面 的 等 分 线 2， 封闭 曲面 上 一 条 非 自 交 的 封闭 曲 
线 , 如 果 将 曲面 分 成 面积 相等 的 两 部 分 ( 开 曲 面 ), 就 把 它 称 作 此 曲 
面 的 等 分 线 . 

证 明 , 同 一 曲面 的 任何 两 条 等 分 线 至 少 有 一 个 公共 点 . 

35。 多 面体 表面 的 最 短 等 分 线 由 若干 段 直线 或 圆 弧 组 成 ， 

36. 正 立体 表面 的 最 短 等 分 线 为 一 正 多 边 形 ， 就 五 种 正 立 体 
的 每 一 种 求 最 短 等 分 线 的 形状 、 位 置 和 和解 的 个 数 .( 你 可 用 一 个 正 
立体 的 模型 和 一 条 橡皮 带 做 实验 .) 

37， 证明, 球面 的 最 短 等 分 线 为 大 圆 ， 

38. 试 求 例 37, 也 包括 例 36 本 质 部 分 的 一 种 推广 .【 例 9%.23， 
9.24.] 

39. 已 知 一 具有 半径 为 4 的 球 8S. 我 们 把 一 球面 交 3 于 内 部 
的 部 分 称 作 隔 . 证明: 

(1) 所 有 通过 5 中 心 的 隔 都 有 相同 的 面积 . 

(2) 没有 等 分 5 体积 的 隔 ,其 面积 小 于 re? 者 . 

后 一 命题 类 似 于 讨论 过 的 情形 , 它 暗示 一 个 猜想 。 试 述 这 个 
猜想 . [ 例 31, 37.] 


成 的 平面 区 域 .我 们 希望 考查 一 些 类 似 于 等 周 定理 的 许多 定理 :所 
有 具有 已 知 面积 的 平面 区 域 当 中 ,以 圆 的 周 长 为 最 小 . 

我 们 已 经 遇 到 过 这 一 类 定理 . 在 $4 中 , 曾 考 虑 过 这 个 命题 的 
某 些 归 纳 依 据 : 所 有 具有 已 知 面积 的 膜 片 当中 ， 以 圆 形 蜡 片 发 出 


1) 这 里 我 们 只 考虑 球形 “拓扑 类 ?的 封闭 曲 而 ， 例 如 排除 (轮胎 形状 的 ) 一 类 环 面 ， 
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的 主音 最 深沉 . 

现在 让 我 们 把 上 述 的 区 域 看 成 是 一 块 等 厚度 的 均匀 金属 板 ， 
来 考虑 这 块 金属 板 对 于 垂直 于 通过 它 重 心 轴 的 惯性 逢 ， 这 个 惯性 
和 矩 称 作 “ 极 惯性 矩 ”, 在 其 他 条 件 都 相同 时 , 它 依赖 于 板 的 大 小 和 形 
状 . 具有 已 知 面积 的 所 有 板 当中 ,以 圆 形 板 的 极 惯性 矩 为 最 小 。 

这 块 板 如 果 是 个 电导 体 ， 那 么 它 所 吸收 的 电荷 是 与 其 静电 容 
最 成 比例 的 ， 而 此 容量 也 依赖 于 板 的 大 小 和 形状 .具有 已 知 面积 
的 所 有 板 当中 ,以 圆 形 板 的 电容 量 为 最 小 . 

现在 设 上 述 区 域 是 一 根 均匀 弹性 梁 的 横 截 面 ， 如 果 我 们 围绕 
其 轴 扭 转 这 样 一 根 梁 ,可 以 观察 得 到 梁 会 抵抗 这 种 扭转 梁 的 这 
种 阻力 或 “扭转 刚度 " ,在 其 他 条 件 都 相同 时 ,依赖 于 横 截面 的 大 小 
和 形状 ， 具 有 已 知 面积 的 所 有 横 截 面 当 中 , 以 圆 形 横 截面 的 扭转 
刚度 最 大 ?. 

为 什么 如 此 许多 不 同 的 最 大 、 最 小 问题 的 解 都 是 圆 ? 其 理由 
是 什么 ? 咖 的 “完美 的 对 称 性 ”是 “真实 的 理由 ” 吗 ? 只 要 你 不 仅仅 
满足 于 含糊 的 谈论 和 思考 , 而 是 严肃 地 , 更 精确 、 更 具体 地 认真 对 
待 各 种 事情 ,那么 你 就 能 从 这 种 含糊 的 问题 中 受到 启发 ,并 且 得 到 
成 果 ， 

41. 一 种 类 似 的 情形 。 你 发 现 了 等 周 定理 与 平均 定理 (参见 
$8.6) 之 间 的 相似 之 处 吗 ? 

一 条 封闭 曲线 的 长 度 完 全 以 相同 的 方式 依赖 于 曲线 上 的 每 一 
点 或 每 一 元 素 。 用 这 种 曲线 所 围 成 区 域 的 面积 , 也 同样 地 依赖 于 
曲线 上 的 每 一 点 或 每 一 元 素 . 当 曲 线 的 长 度 为 已 知 时 , 我 们 来 寻 
求 最 大 的 面积 。 因为 有 关 的 两 类 量具 有 这 样 一 种 性 质 , 在 定义 曲 
线 时 , 该 曲线 上 没有 起 特殊 作用 的 点 , 所 以 我 们 并 不 感到 惊奇 , 它 
的 解 应 该 是 这 样 一 条 封闭 曲线 ， 它 以 同样 的 方式 包含 其 上 的 每 一 
点 ,并 且 它 的 任意 两 个 元 素 都 可 以 和 迭 合 : 这 只 有 图. 


1) 对 于 所 指出 定理 的 证 明 以 及 其 他 类 伏 的 定理 ， 可 参见 波 利 亚 与 殖 可 合 落 的 “ 数 
学 物理 中 的 等 周 不 等 式 » 《G. P6lya and Szeg5, lsoperimetric Inequalities in 
Mathematical Physics), Princeton University Press, 1951. 
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和 式 二 十 妇 士 … 十 xr 是 变量 zx, 六 ,xs 的 对 称 函数 ; 
即 它 以 同等 的 方式 依赖 于 每 一 个 变量 ， 积 式 xz … :zw 也 以 同等 
的 方式 依赖 于 每 一 个 变量 . 当 上 述 和 式 为 已 知 时 , 我 们 寻求 积 式 
最 大 因为 在 ” 个 变量 中 有 关 的 两 个 量 都 是 对 称 的 , 所 以 我 们 也 
不 感到 惊奇 ,其 解 应 是 z 一 z 一 …… x 

路 了 面积 和 长 度 之 外 ， 还 有 其 他 的 量 依赖 于 封闭 曲线 的 长 短 
和 形状 ， 而 这 种 封闭 曲线 “以 同等 的 方式 依赖 于 曲线 上 的 每 一 元 
素 ” ;在 例 40 中 ,我 们 曾 罗 列 了 几 个 这 样 的 量 . 当 同 一 类 另外 的 量 
为 已 知 时 ,我 们 寻求 这 类 量 的 最 大 值 ， 如 果 解 存在 的 话 ,那么 它 必 
定 是 贺 吗 ? 

为 了 能 合理 地 回答 这 个 问题 ， 让 我 们 转 而 来 处 理 一 种 比较 简 
单 的 类 似 情形 . 我 们 来 考虑 ” 个 变量 的 两 个 对 称 函 数 1 (zi, x， 
tx 和 8 (za zz)， 并 设 在 已 知 条 件 8 (za 
xn) 一 1 下 , 求 j(r rzrn) 的 极 值 有 这 样 几 种 情形 ,在 某 
些 情 形 下 它 没有 最 大 值 ,而 在 另 一 些 情形 下 它 没 有 最 小 值 ,或 者 既 
不 存在 最 大 值 也 不 存在 最 小 值 。 条 件 x 一 x, 一 .… 一 xm 起 着 重 
要 的 作用 了?， 虽 然 在 达到 最 大 值 或 最 小 值 时 这 个 条 件 不 一 定 满足 。 
然而 却 存在 着 下 述 事实 .根据 函数 f 和 & 的 对 称 性 ,如 果 


TT WMT 一 0 
是 一 个 解 ,那么 
M0 TT Km 9 Xn Aas 


也 是 一 个 解 ， 因 此 ,车 a, 到 a;， 那 就 至 少 有 两 个 不 同 的 解 ， 如 果 
有 唯一 解 ( 即 如 果 有 极 什 , 并 且 恰 为 ,x，*…，, x 的 一 组 值 所 达 
到 ), 那 么 这 个 解 必 定 满足 i ne 

用 法 语 说 ，Comparaison n’est pas raison( 比 较 不 能 成 为 理由 》， 
当然 、 作 为 上 述 的 这 种 比较 ,不 可 能 产生 强 有 力 的 理由 ,而 只 能 得 
出 一 种 启发 式 的 引导 . 然而, 有 时 我 们 却 十 分 喜欢 接受 这 样 一 种 
启示 . 作为 一 种 解释 ,可取 


ID G. H. 哈代 ，J. E， 利 特 伍德 和 G. 政 利 亚 。“ 不 等 式 >， 参见 第 109 一 110 页 ， 
及 所 引用 的 定理 。 
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fr, 2 x) 一 (rz 十 妇 十 … 十 ro 
8 (ri mxa) 一 (好 十 好 十 "%… 十 z)/P， 
(1) 考虑 所 有 实 值 变 量 az …，xs 以 及 (2) 仅 考 虑 非 负 实 值 变 
量 mayza， zw， 在 条 件 & 一 1 下 : 求 了 的 极 值 . 
42. 正 立 体 . 求 具有 一 定 面 数 # 且 有 已 知 表面 面积 的 多 面 
体 ,使 其 有 最 大 的 体积 . 
根据 $7 (1) 的 类 似 问 题 可 知 ,所 提出 的 是 个 很 难 解 的 问题 , 同 
时 它 也 启示 一 种 猜想 : 如 果 有 一 个 > 面 正 立体 ， 那 么 它 会 具有 最 
大 体积 .这 个 猜想 看 起 来 似乎 是 合乎 情理 的 , 然而 在 五 种 情形 当 
中 有 两 种 却 产 生 错 误 . 事实 上 ,这 个 猜想 
对 2 一 4，6，12 是 正确 的 ， 
对 ”一 8，20 是 错误 的 . 
这 里 的 差别 是 什么 ? 试 述 一 些 简 单 的 几何 性 质 ， 以 在 两 类 正 立 体 
之 间 进 行 区 别 . 
43. 归纳 理由 ， 设 也 表示 一 个 立体 的 体积 ,S 表示 它 的 表面 面 
积 。 对照 $8《3)，, 我 们 定义 


作为 立体 几何 中 的 等 周 比 ， 同 样 地 ,我 们 可 以 猜想 , 球 具有 最 大 的 


囊 贡 等 周 比 36zV:/5S 


球 1.0000 
二 十 面体 0.8288 
最 佳 对 顶 锥 0.7698 
十 二 面体 0.7547 
最 佳 核 柱 0.6667 
八 面体 0.6045 
立方 体 0.5236 
最 佳 锥 0.5000 
四 面体 0.3023 


表 注 ;“ 最 佳 " 对 顶 锥 、 校 柱 和 入， 分别 参见 例 8.38, 8.35 和 8.52, 


等 周 比 . 表 IT 用 归纳 证 实 这 个 猜想 . 
要 比较 的 一 些 图 形 已 在 表 王 中 给 出 ， 并 且 附 上 了 一 些 新 的 
资料 。 特 别 是 想 发 现 一 个 比 正 十 二 面体 等 周 比 大 的 立体 。 
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第 十 一 章 更 多 种 类 的 合 情 推理 


最 简单 的 关系 是 最 具有 普遍 性 的 关系 、 而 这 正 是 归纳 法 的 依 
据 基 础 . 一 一 拉 普 拉 斯 ” 


$ 1. 猜 一 猜 


前 面 的 所 有 讨论 都 涉及 到 猜想 在 数学 研究 中 的 作用 问题 。 那 
些 例 题 提供 了 使 我 们 熟悉 对 所 提 猜 想 做 出 肯定 或 否定 的 两 种 推理 
论证 的 机 会 : 即 从 证 明 结 果 出 发 我 们 讨论 了 归纳 论证 法 ， 从 类 比 
出 发 讨论 了 推理 论证 法 . 那么 还 有 其 他 种 有 用 的 合 情 论 证 或 用 
来 推翻 猜想 的 方法 吗 ? 本 章 的 一 些 例 题 ， 目 的 就 在 于 弄 清 这 个 问 
题 . 

我 们 将 了 解 到 ,有 各 种 不 同 的 猜想 : 大 的 和 小 的 ,原始 的 和 习 
惯 的 ， 有 些 猜想 在 科学 史上 起 过 惊人 的 作用 . 而 大 多 数 最 新 数学 
问题 的 解 也 需要 相应 的 某 些 最 高 级 的 猜想 或 推测 .我 们 就 以 课堂 
例题 作为 开始 ,然后 着 手 讨论 其 他 一 些 具 有 历史 意义 的 问题 


$2. 根据 有 关 情 形 判定 


当 研 究 一 个 问题 时 ,我 们 经 常 想 试 着 猜测 一 下 .当然 ,我 们 总 
是 想 推测 一 下 整个 问题 的 解 . 但 是 ,如 果 做 不 到 这 样 ,即使 只 能 推 
测 到 解 的 这 样 或 那样 的 一 些 特征 , 那 我 们 也 就 十 分 满足 了 .至少 ， 
我 们 应 当 想 知道 我 们 的 问题 是 不 是 “合理 的 .我们 问 自己 : 我 们 
的 问题 是 合理 的 吗 ?有 可 能 濡 足 条 件 吗 ? 条 件 足 以 确定 未 知 量 吗 ? 
是 条 件 不 足 呢 ”还 是 多 余 呢 ? 还 是 矛盾 晨 2? 
1) “概率 论 的 哲学 尝试 ”(Essai philosophique sur Ies probabilitts); 见 < 拉 普 拉 
斯 全 集 > (Oeuvres Compietes de Laplace)， 第 7 卷 第 CXXXIX 部 分 . 
2) < 怎样 解 题 > 《How ro Solve 1:)、 第 111 页 。 
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在 我 们 的 工作 中 ,在 研究 的 初期 阶段 ,我 们 并 不 需要 最 终 的 答 
案 , 这 时 提出 上 述 那些 问题 是 很 自然 的 , 并 且 是 特别 有 用 的 , 常 
有 这 样 的 情形 ， 我 们 可 以 推测 到 十 分 合理 的 答案 , 而 且 不 很 麻 
烦 . 

作为 一 个 例子 , 我 们 来 考虑 一 个 立体 几何 中 的 初等 问题 。 一 
个 圆柱 体 的 轴线 通过 一 个 球 的 球 心 。 圆柱 体 的 表面 与 球面 相交 ， 
并 把 整个 球 分 成 两 部 分 :“ 穿 了 孔 的 球 ” 和 “ 塞 子 ”， 第 一 部 分 在 贺 
柱 体 之 外 ， 第 二 部 分 在 圆柱 体 之 内 . 参看 图 11.1, 它 是 围绕 轴线 
48 的 旋转 体 。 已 知 球 的 半径 +， 留 柱 形 的 孔 高 4， 求 已 被 空 了 
孔 的 球 的 体积 . 

在 熟悉 所 提问 题 的 过 
程 中 ， 十 分 自然 地 要 问 : 
为 了 确 宗 未 知 数 ， 所 给 数 
据 是 充分 的 吗 ? 或 者 它 是 
不 充分 的 吗 ? 或 者 它 是 多 
余 的 吗 ? 数据 > 和 4 看 来 
是 恰好 足够 了 。 事实 上 ， 
7r 确定 球 的 大 小 ，4 确定 
圆柱 形 孔 的 大 小 . 知道 > 
和 ,就 能 够 确定 穿 了 筷 . 
的 球 的 形状 和 大 小 ,而 且 
也 需要 " 和 4 来 如 此 确定 
图 11.1 穿 了 筷 的 球 它 . 

然而 ,在 计算 所 要 求 的 体积 时 ,我 们 发 现 它 等 于 #4/6; 参 见 例 
5。 这 个 结果 像 是 非常 不 合 道理 的 . 我 们 已 经 承认 了 需要 + 和 4 
两 者 才能 确定 穿 了 和 孔 的 球 的 大 小 和 形状 ， 而 现在 却 产 生 了 不 需要 
r 就 能 确定 它 的 体积 ;这 听 起 来 令 人 十 分 难以 置信 . 

但 是 ,这 里 没有 矛盾 ， 如 果 4 保持 不 变 而 > 增 大 ,那么 穿 了 和 孔 
的 球 大 大 地 改变 形状 : 它 变 得 比较 宽 (这 将 增加 体积 ), 而 它 的 外 
表面 却 变 得 比较 平 ( 这 将 减少 体积 )。 但 是 我 们 未 预见 到 ,( 这 很 不 


ss 


像 是 必然 的 ) 这 两 种 倾向 则 好 平衡 ,从 而 体积 保持 不 变 . 

为 了 解释 现在 的 特殊 情形 和 作为 基础 的 一 般 概念 这 两 件 事 
情 , 我 们 需要 加 以 某 种 区 别 。 我 们 应 该 在 这 两 个 有 关 但 却 不 同 的 
问题 之 间 清 楚 地 区 别 开 来 ， 现在 已 知 > 和 4， 我 们 也 许 是 需要 确 
定 穿 了 和 孔 的 球 的 

(a) 体积 ， 

(Cb) 形状 和 大 小 - 
我 们 原 米 的 问题 是 (a)， 同 时 ,我 们 还 直观 地 看 出 ,数据 + 和 上 对 
于 解 问题 (b) 既是 必要 的 ， 也 是 充分 的 ， 但 却 推 不 出 它 对 解 问题 
(a) 是 必要 的 ;事实 上 , 它 是 不 必要 的 . 

在 回答 “这 些 数据 是 必要 的 吗 ?这 个 问题 时 ,我们 根据 有 关 情 


信 冰 后 的 问题 @b) 之 全 的 区 出. “根据 这 种 启发 性 的 观点 ,这 样 的 
忽略 是 可 以 允许 的 。 我 们 所 需要 的 只 是 一 种 暂时 的 ,然而 却 是 迅 
速 的 回答 ， 而 且 , 这 样 一 种 不 同 常 常 被 忽略 :对 于 确定 形状 和 大 
小 是 必要 的 这 些 数据 , 对 于 确定 体积 通常 也 是 必要 的 。 如 果 忘 记 
了 我 们 的 结论 只 是 一 种 试探 性 的 ,或 者 相信 了 从 来 不 可 能 发 生 的 
被 混 清 的 关系 ,那么 我 们 就 会 陷 人 一 种 莞 雇 矛 盾 之 中 ， 然 而 ,在 上 
例 中 ,这 种 不 寻常 的 情形 却 发 生 了 . 

根据 做 过 修改 后 的 问题 来 判定 所 提出 的 原 问题 ， 这 是 一 种 允 
许 的 ,合理 的 推理 方法 。 但 是 , 我 们 不 应 当 忘 记 , 根据 这 种 方法 所 
得 到 的 结果 只 是 暂时 的 , 不 是 最 终 的 ; 只 是 合 情 的 ， 但 不 一 定 是 正 


确 的 . 
$ 3. 根据 一 般 情 形 判定 

对 于 初学 者 来 说 ， 可 以 用 一 种 代数 学 的 观点 来 讨论 下 面 的 问 
题 . 

一 个 有 三 个 儿子 的 父亲 , 留 有 下 面 的 遗言 : “我 的 大 儿子 所 得 
的 部 分 将 是 另外 两 个 儿子 所 得 的 平均 数 再 加 上 三 千 美元 . 我 的 二 
儿子 所 得 的 部 分 将 恰好 是 另外 两 个 儿子 所 得 的 平均 数 . 我 的 小 儿 
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子 所 得 的 部 分 将 是 另外 两 个 儿子 所 得 的 平均 数 再 减 去 三 千 美 元 .” 
间 这 三 部 分 财产 各 是 多 少 ? 

训 确 定 这 些 末 知 数 条 售 是 充分 的 喝 ? 可 以 说 , 有 十 分 充分 的 
理由 , 回答 说 “是 ”事实 上 , 有 三 个 未 知 数 , 可 设 为 x-,y 和 zx, 它 
们 分 别 表示 大 儿子 , 二 儿子 和 小 儿子 所 得 的 财产 . 援引 遗嘱 中 三 
名 话 中 的 每 一 句 话 , 都 可 以 把 它 翻 译 成 一 个 数学 方程 . 现在 ,一 般 
地 灌 , 具 有 三 个 未 知 数 区 方 各 组 中 有 三 个 方 帮 ,这 便 能 各 确证 三 个 
未 知 数 . 因此 ， 有 足够 的 理由 引导 我 们 去 想 ， 对 于 确定 未 知 数 来 
说 ,所 提问 题 的 条 件 是 充分 的 . 

然而 , 写 出 来 三 个 方程 ,我 们 得 到 如 下 的 方程 组 : 


xz 一 之 十 3000 


和 十 和 二 
2 


a 


一 3000. 


将 这 三 个 方程 相 加 , 便 得 
必 十 十 和 一 和 十 》 十 名 


或 
0 一 0 

因此 ,方程 组 中 的 任意 一 个 方程 都 是 其 余 两 个 方程 的 必然 结果 ,我 
们 的 方程 组 只 包含 两 个 独立 的 方程 ,所 以 事实 上 ,对 于 确定 未 知 数 
来 说 ,条 件 是 不 充分 的 。 如 果 遗 嘱 中 还 包含 下 面 一 旬 话 : “我 把 我 
15000 美元 的 全 部 财产 在 我 的 三 个 儿子 中 间 进 行 分 配 .” 那 么 问题 
就 得 到 了 本 质 上 的 修正 。 对 于 上 面 的 方程 组 来 说 , 这 个 方程 组 又 
添上 一 个 方程 

z 十》 十 2 一 15000. 
于 是 得 到 一 个 较 综合 的 有 四 个 方程 的 方程 组 ， 然 而 ,一 般 说 来 ,上 
厅 子 个 未 知 数 的 四 个 方 各 的 方 各 组 是 矛盾 的 ， 但 事实 上， 现在 的 
方程 组 并 非 是 矛盾 的 ,而 对 于 确定 未 知 数 来 说 , 刚好 是 充分 的 , 并 
且 得 到 
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xz 一 7000，” 一 5000，z = 3000. 

这 个 不 太 深 奥 的 例子 表面 上 的 矛盾 也 并 不 难 解决 ， 可 是 做 一 
些 仔细 的 解释 也 许 是 有 用 的 . “具有 = 个 未 知 数 的 = 个 方程 的 方 
程 组 能 确定 这 个 未 知 数 ”, 这 句 话 并 非 总 是 对 的 ， 事实 上 , 我 们 
刚才 已 经 看 到 一 个 ” 一 3 的 反例 . 然而 , 这 里 要 紧 的 不 是 什么 数 
学 定理 ,而 是 一 种 启发 性 的 叙述 ,事实 上 ,应 是 下 面 这 句 话 : “具有 
”个 未 知 数 的 ”个 方程 的 方程 组 ，-- 般 地 ， 能 确定 这 些 未 知 数 .” 
“一 般 地 "这 个 词 可 以 有 各 种 解释 . 这 里 , 给 出 一 种 稍微 含糊 和 粗 
糙 的 “实际 "解释 很 重要 : 一 个 命题 “一 般 地 ”成 立 ,是 指 “ 在 大 多 数 
这 样 的 情形 下 ,命题 成 立 是 很 有 可 能 出 现 的 必然 事件 .” 

在 用 代数 方法 处 理 几 何 或 物理 问题 时 ， 我 们 总 想 用 几 个 方程 
来 表示 一 个 明显 理想 化 了 的 不 同 条 款 , 进而 概括 整个 条 件 . 如 果 
我 们 建立 的 方程 与 未 知 数 一 样 多 , 那 便 获得 成 功 ,就 有 希望 使 确定 
未 知 数 成 为 可 能 .这 样 的 希望 是 合理 的 . 我们 的 方程 “必然 存在 
解 ”; 我 们 只 能 期 望 是 “在 一 般 情形 下 ”. 然而 本 节 的 例子 并 非 必然 
存在 ; 通过 这 个 例子 就 暴露 了 直观 推理 方法 缺乏 绝对 的 必然 性 。 
所 以 在 完全 以 直观 推理 方法 来 确定 时 ,这 个 例子 是 无 效 的 . 

在 日 常生 活 中 , 我 们 也 相信 某 种 类 似 的 情形 。 比 如 我 们 并 不 
那么 害怕 总 不 经 常 发 生 的 事件 ,这 就 是 很 有 道理 的 ， 信 件 会 丢失 ， 
火车 会 出 事 ， 可 我 们 还 是 毫 不 路 路 地 寄 信 和 乘 车 .毕竟 丢失 信件 
和 火车 失事 是 极 不 经 常 发 生 的 ;信件 或 火车 发 生 这 样 的 事故 只 占 
很 小 的 百分比 ， 那么 为 什么 刚好 它 现在 发 生 了 呢 ? 或 者 说 ,很 自 
然 地 得 到 的 具有 个 未 知 数 的 > 个 方程 ， 对 于 确定 这 些 未 知 数 来 
说 可 能 是 不 充分 的 . 但 是 , 一 般 地 , 这 是 不 会 发 生 的 ;为 什么 刚好 
现在 发 生 了 呢 ? 

没有 一 点 乐观 主义 ,我 们 就 不 能 生活 ,也 不 能 解决 这 些 问题 . 


$54. 提出 一 个 比较 简单 的 猜想 


古代 哲学 家 们 说 : “简洁 是 真理 的 标记 .今天 ,由 于 人 类 已 经 
具有 了 几 个 世纪 的 悠久 而 丰富 的 大 量 科学 经 验 ， 所 以 现在 表达 起 
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来 就 应 该 更 慎重 一 些 ; 我 们 知道 ,真理 可 能 是 非常 复杂 的 。 也 许 古 
代 哲 学 家 们 不 是 指 简单 性 是 真理 的 必要 属性 ; 或 许 他 们 是 想 要 指 
出 一 条 启发 性 的 原理 : “简单 的 道理 有 可 能 就 是 真理 .” 也 许 , 说 得 
再 简单 点 ,并 且 把 它 化 为 一 个 我 们 遵循 的 座右铭 :“ 先 从 最 简单 的 
试 起 ”, 这 样 更 好 

这 种 常识 性 的 座右铭 包含 (有 点 含糊 不 清 。 但 却 是 对 的 ) 上 述 
所 讨论 的 启发 式 步 又 。 当 一 个 物体 的 形状 变化 时 , 它 的 体积 也 变 
化 ,这 不 仅 是 常见 的 情形 ,而 且 也 是 最 简单 的 情形 ， 那 么 具有 个 
未 知 数 的 个 方程 的 方程 组 确定 所 有 的 未 知 数 , 不 仅 是 一 般 情形 ， 
而 且 也 是 最 简单 的 情形 ， 首 先 尝试 最 简单 的 情形 是 有 道理 的 ， 即 
使 我 们 被 迫 最 后 返回 到 一 种 比较 周密 的 较为 复杂 性 研究 ， 那 以 前 
最 简单 情形 的 研究 也 可 以 当 作 一 种 有 用 的 准备 . 

在 大 大 小 小 的 问题 面前 ， 首 先 尝试 最 简单 东西 的 研究 是 采取 
有 利 容 态 的 一 个 组 成 部 分 ， 让 我 们 努力 去 想 (根据 大 大 的 简化 ,无 
疑 地 ,由 于 简化 也 会 使 原 问题 受到 亚 曲 ) 伽 利 略 研究 落体 定律 时 的 
情形 ,假如 我 们 想 要 从 一 定年 代 来 划分 现代 科学 , 那 就 应 当 认为 是 
伽利略 从 事 这 项 研究 的 年 代 , 这 是 最 适当 的 . 

我 们 应 该 认识 一 下 徊 利 略 当时 所 处 的 地 位 .在 他 之 前 ;有 几 位 
先驱 者 ,在 当时 他 也 曾 得 到 几 位 朋友 的 支持 ,但 却 唱 到 占 统治 地 位 
的 哲学 学 派 、 阿 里 斯 多 德 学 派 的 强 列 反对 . 这 些 学 派 的 学 者 也 曾 
提出 ,“ 物 体 为 什么 下 落 ?" 但 他 们 只 满足 于 几乎 纯粹 字面 上 的 一 些 
浅薄 解释 ， 而 伽利略 问 。“ 物 体 如 何 下 沙 ?" 时 ,是 试图 通过 实验 来 
寻求 解答 ,还 能 够 用 数字 和 数学 概念 来 精确 表示 解答 . 这 种 用 "如 
何 " 代 蔡 "为 什么 ”, 用 实验 来 探索 解答 ,以 及 提炼 实验 事实 把 它 归 
结 为 数学 法 则 ， 这 些 都 是 现代 科学 中 的 常事 ， 但 在 伽利略 那个 时 
代 , 却 是 革命 性 的 变革 

一 决 石头 从 高 处 溶 下 , 很 厉害 地 打击 地 面 。 一 把 锤子 从 高 处 
落下 ,把 木 柱 钉 入 地 下 ， 这 些 下 落 的 物体 从 它们 的 起 点 开始 ,获得 
一 种 较 快 的 运动 一 一 快 到 单 任 观 察 就 能 看 清 ， 那 么 它们 当中 最 简 


的 物体 其 速度 与 运动 的 距离 成 比例 .“ 这 个 原则 好 像 很 自然 ”, 伽 利 
略 说 ,” 并且 符合 我 们 做 的 机 械 碰 挤 实验 . "可 是 ,伽利略 最 终 还 是 
排斥 了 这 种 速度 与 距离 的 比例 关系 ， 因 为 这 “不 仅 是 错误 的 ,而 且 
是 不 可 能 的 .2 

伽利略 的 异议 是 反对 那 种 最 初 对 他 是 那么 自然 的 假设 ， 而 他 
的 假设 却 能 比较 清楚 而 惊人 地 用 微 积分 表述 出 来 。 当然 这 是 年 
代 的 误会 ; 实际 上 , 签 积 分 是 在 伽 利 咯 的 这 些 发 现 的 影响 下 ,在 其 
后 若干 年 代 才 发 明 的 ,至 少 部 分 是 这 样 。 让 我 们 仍然 用 微 积分 来 
讨论 这 些 问题 . 设 + 表示 从 开始 下 落 时 起 所 经 过 的 时 间 ，x 表示 
运动 的 距离 ， 则 其 速度 为 dx/dt( 伽 利 咯 的 成 就 之 一 就 是 系统 地 
并 述 了 清晰 的 速度 概念 )、 又 设 为 某 个 适当 的 正常 数 ， 于 是 ,如 
度 与 所 经 过 距离 的 比例 关系 这 一 “最 简单 的 假设 "， 可 以 用 微分 广 
程 表示 为 


(1) 和 gx 
还 需 加 上 初始 条 件 

(2) 当 : = 二 0 时 ， x = 0. 
根据 方程 (1) 与 (2) 推出 


(3) 当 * = 0 时 ， 至 一 0 


t 


这 表示 下 落 的 物体 开始 是 静止 的 . 
但 积分 微分 方程 (1), 可 得 


此 -fo 


x 


即 有 


logx = gt+ logc, 
其 中 < 是 某 一 正常 数 . 这 就 得 到 


1) 伽利略 ，< 伽 利 略 全 集 > 《Fe Opere di Galileo Galilei)， 国家 出 版 社 ，(edi- 
rione nazionale)， 第 8 卷 ，203，373， 383 页 ， 
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dx 


3 
xz 一 cezry 一 gccer。 


然而 :由 此 可 得 出 
当 * 一 0 时 , * 一 <>0， 法 一 gc>0， 


此 与 (2) 和 (3) 矛 盾 : 满足 微分 方程 (1) 的 运动 ,不 可 能 从 静止 状态 
开始 .因此 , 这 种 假设 看 起 来 是 那么 < 自然, 正 像 是 “最 简单 的 事 
情 ”, 但 事实 上 却 是 自 相 矛盾 的 : 用 伽利略 自己 的 话 来 说 ,就 是 ,这 
“不 仅 是 错误 的 ,而 且 是 不 可 能 的 .” 

那么 “下 一 件 最 简单 的 事情 ” 是 什么 呢 ? 这 可 能 是 下 面 的 假 
设 , 即 开始 时 静止 的 下 沙 物 体 ,其 速度 与 所 经 过 的 时 间 成 正比 例 . 
这 就 是 最 终 为 伽利略 所 得 到 的 著名 定律 ， 用 现代 符号 以 微分 方程 
表 出 , 即 


dx 
LL pp 
2 


并 且 满 足 这 个 方程 的 运动 一 定 可 以 从 静止 状态 开始 。 


$ 5. 背景 


一 方面 我 们 不 能 不 佩服 伽 利 咯 的 智慧 和 胆量 ， 他 没有 物理 学 
上 的 偏见 和 神秘 性 。 另 一 方面 我 们 也 得 佩服 开 普 勒 的 成 就 ; 而 开 
普 勒 是 伽利略 的 同时 代 人 ， 他 却 深 深 地 陷 人 了 那个 时 代 的 神秘 主 
义 和 物 理学 上 的 偏见 . 

对 于 我 们 来 说 , 要 认识 开 普 勒 的 态度 是 困难 的 。 现代 读者 一 
看 题目 就 会 感到 惊讶 ，“ 包 有 宇宙 奥秘 的 天 体 学 说 论文 的 序 篇 , 用 
五 种 正 几 何 体 来 论证 关于 天 体 轨道 信人 的 协调 ， 以 及 关于 天 体 的 
数量 ,大 小 和 周期 性 运动 的 几 个 真正 正确 的 原因 .” 其 内 容 也 是 较 
为 使 人 吃惊 的 ; 天 文学 与 神学 相 混 杂 ， 几 何 学 与 占星 术 相 拼凑 . 
然而 一 些 无 移 的 内 容 却 显示 出 开 普 勒 的 这 一 重要 著作 标志 着 他 的 
伟大 天 文学 发 现 的 起 点 ， 此 外 还 给 出 了 一 副 描写 他 个 性 的 生动 活 
小 的 图 画 。 虽然 他 对 神奇 的 热衷 几乎 等 同 于 对 知识 的 渴望, 但 还 


而 注 齐 人 


是 令 人 钦佩 的 。 

正 像 上 述 论文 的 题目 所 确切 地 说 出 的 那样 ， 开 普 勒 着 手 探索 
行星 数目 \ 它 们 与 太阳 的 距离 、 它 们 运转 周期 的 原因 或 理由 .实际 
上 ,他 问 道 :为 什么 刚好 有 六 颗 行 星 ? 为 什么 它们 的 轨道 是 这 样 安 
排 9 这 些 问 题 在 我 们 听 起 来 是 离奇 的 ,但 对 他 同时 代 的 人 来 说 却 
并 不 如 此 5. 有 一 天 他 想到 , 他 已 经 找到 了 这 个 奥秘 , 并 在 他 的 笔 
记 本 上 记 下 : “地 球 的 轨道 或 球体 是 测量 一 切 的 标准 。 对 它 进行 
限定 的 , 是 一 个 内 接 十 二 面体 : 围绕 它 的 球体 是 火星 。 对 火星 进 
行 限定 的 是 一 个 内 接 四 面体 : 围绕 它 的 球体 是 木星 。 对 木星 限定 
的 是 一 个 内 接 立方 体 : 围绕 它 的 球体 是 土星 。 现在 , 再 看 地 球 轨 
道内 的 情况 ， 地 球 轨道 内 接 二 十 面体 : 而 它 包含 的 球体 是 金星 ， 
金星 内 接 一 个 八 面体 : 而 它 包含 的 球体 是 水 星 。 这 样 , 你 便 有 了 
对 行星 数目 进行 解释 的 理由 .” 

这 就 是 说 , 开 普 勒 设想 了 11 个 同心 面 ，6 个 可 以 用 5 个 正 立 
体 代替 的 球 ， 重 要 的 , 也 就 是 最 外 层 的 面 为 一 球面 , 而 这 11 个 同 
心 面 的 每 一 面 都 为 这 一 球面 所 包围 。 联 系 每 一 行星 有 一 个 球 : 球 
的 半径 为 该 行星 与 太阳 的 距离 (平均 距离 ). 每 一 个 正 立 体内 接 于 
上 述 所 围绕 的 球 , 即 对 正 立 体 所 规定 的 围 之 转动 的 球 。 

开 普 勒 还 追 述 道 :“ 我 将 无 法 用 语言 来 表达 对 这 个 发 现 的 喜 
悦 心情 .” 

开 普 勒 把 他 的 猜想 与 实际 进行 了 仔细 的 比较 《在 这 方面 他 可 
以 算 作 一 个 现代 科学 家 )。 他 计算 出 一 张 表 , 这 里 我 们 用 稍微 现代 
化 一 点 的 形式 把 它 列 成 表 I . 

表 中 第 (1) 列 是 按 与 太阳 距离 减 小 的 次 序列 出 的 行星 ;这 一 列 
包 有 六 项 ,前 一 项 比 后 一 项 大 . 第 (2) 列 列 出 相 邻 两 里 行星 与 太阳 
距离 之 比 , 与 哥 白 尼 的 观测 一 致 ;每 项 比 写 在 标明 各 行星 名 称 的 两 
行 之 闻 ; 较 远 的 行星 距离 作 分 母 。 第 (4) 列 是 按 刻 卜 勒 所 选 定 次 序 
列 出 的 五 种 正 立体 ， 第 (3) 列 列 出 的 是 与 相应 正 立体 内 接 或 外 接 

有 D 开 普 勒 反对 赫 梯 克 〔Rhacticu》 的 解释 , 这 种 解释 说 , 之 所 以 有 六 颗 行 星 ,是 因 

为 6 是 头 一 个 “完美 的 数字 ”。 
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讼 1 开 普 勒 的 理论 与 观测 的 比较 


(D 人 2) G) OD 
行星 哥 白 尼 的 观测 开 普 勒 理论 正 立 体 
土星 0.635 0.577 立方 体 
0.333 0.333 四 面体 
入 二 0.757 0.795 十 二 面体 
金星 0.794 0.795 二 十 而 体 
水 星 0.723 0.577 八 面体 


限定 的 球 半径 比 。 同一 行 上 的 数字 本 应 该 是 要 等 的 ， 但 事实 上 
是 ,有 两 项 吻合 得 好 ,而 有 三 项 吻合 得 很 不 好 . 

于 是 , 开 兽 勒 (使 我 们 想到 他 缺乏 现代 科学 家 常用 的 极 好 方 
法 ) 开 始 改 变 自己 的 观点 , 并 修正 他 原来 的 猜想 . (修正 的 主要 点 
是 ,在 他 看 来 ,好 像 水 星 与 太阳 的 距离 与 正八 面体 的 内 切 球 半 答 不 
相符 ， 而 只 与 相交 八 面体 某 对 称 平面 上 正方 形 内 切 球 的 半径 相 
符 .) 但 是 , 他 却 没 有 取得 猜想 和 观测 之 间 惊 人 的 一 致 ， 仍 然 固 执 
己见 : 球 是 “最 完美 的 图 形 ”, 其 次 ， 据 普 拉 托 (Plato) 所 说 ,五 种 
正 立 休 是 “最 高 雅 的 图 形 .” 开 普 勒 曾 一 度 想到 , 数 不 尽 的 不 变星 群 
可 能 与 分 辨 不 清 的 大 量 不 规则 立体 有 关系 . 在 他 看 来 , 像 太阳 和 
行星 这 些 被 创造 得 最 完美 的 东西 ， 一 定 以 某 种 关系 与 欧 几 里 德 最 
杰出 的 图 形 有 关 ， 这 是 很 “自然 的 "， 这 应 当 是 天 地 万 物 的 秘密 ， 
“宇宙 的 奥妙 ”. 

用 现代 的 眼光 来 看 , 开 普 勒 的 猜想 可 以 说 是 攻 诀 的。 我们 知 
道 ,在 观测 事实 与 数学 概念 之 间 有 许多 关系 ,但 这 些 关 系 却 具有 完 
全 不 同 的 特性 。 今天 我 们 知道 , 开 普 勒 在 作 猜 想 时 所 用 的 关系 都 
是 不 存在 的 。 我 们 发 现 最 离奇 的 是 , 开 普 勒 相信 在 行星 数目 的 背 
后 深 深 隐 藏 有 什么 东西 ， 而 且 总 想 问 这 样 一 个 问题 : 为 什么 刚好 
有 六 颗 行 星 ? 

我 们 可 能 总 想 说 开 普 勒 猜 想 是 一 种 荒诞 廖 论 .然而 我 们 还 应 
当 想 到 会 有 这 样 的 可 能 ,今天 正在 有 礼貌 地 互相 争论 的 某 些 理论 ， 
如 果 不 被 忘记 的 话 ,在 不 久 的 将 来 也 可 能 被 认为 是 一 些 奇 谈 怪 论 。 
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我 认为 开 普 支 猎 想 是 有 高 度 教 益 的 。 这 个 例子 特别 透彻 地 表明 了 
一 点 ， 应 该 记 住 ; 对 一 个 猜想 的 相信 与 寿 是 与 整个 历史 背景 有 关 
的 ,也 就 是 受 整个 时 代 的 科学 环境 局 限 的 。 


$ 6. 无 穷尽 的 过 程 


上 述 例子 显示 出 合 情 推理 的 一 个 重要 特征 .让 我 们 试 从 比较 
一 般 的 角度 来 叙述 它 ， 

我 们 有 某 个 猜想 ,比如 4 ,就 是 说 4 是 一 种 清楚 的 有 系统 的 陈 
述 ,但 未 被 证 明 。 我们 觉得 4 是 对 的 ,但 实际 上 不 知道 4 是 对 的 还 
是 不 对 的 ， 然 而 我 们 对 猜想 4 有 一 定 的 把 握 。 这 种 把 握 可 以 有 ， 
但 不 一 定 有 明确 的 基础 ， 长 期 研究 其 个 问题 并 遭 到 明显 失败 之 
后 , 会 忽然 产生 一 个 猜想 4。 这 个 猜想 可 以 作为 摆脱 困境 的 唯一 
可 能 而 出 现 ;虽然 我 们 说 不 出 为 什么 ,但 是 这 个 猜想 却 可 以 作为 几 
平 是 必然 的 产物 出 现 . 

然而 不 久 , 有 一 些 比较 明显 的 理由 。 虽然 这 些 理由 不 能 证 明 
4, 但 可 以 明白 地 说 它 有 利于 4 , 会 使 我 们 想起 : 用 类 比 推理 、 归 
纳 推理 和 相关 事件 推理 ,用 一 般 经 验 推理 ,或 用 4 本 身 固 有 的 简单 
性 推理 . 这样 的 推理 没有 提供 严密 的 论证 , 但 可 以 认为 4 是 很 合 
情 的 . 

然而 应 当 提醒 自己 ， 我 们 所 相信 的 那个 猜想 是 未 经 过 步骤 清 
晰 的 进一步 用 公式 化 论证 证 明 过 的 . 

我 们 发 现 上 述 这 些 论证 是 经 过 一 个 不 断 的 过 程 的 .摆脱 一 种 
模糊 的 背景 以 后 , 先 产生 一 个 非常 重要 的 清楚 论点 .但 在 这 一 论 
点 之 后 ,在 背景 中 还 有 更 多 的 东西 ,因为 后 来 我 们 又 成 功 地 抽出 另 
一 清楚 的 论证 ， 以 此 类 推 , 有 可 能 在 每 一 种 已 经 清楚 的 论点 背后 
都 有 更 多 的 东西 ,也许 那些 背后 的 东西 是 取 之 不 尽 的 ， 也 许 我 们 
pa lela dlc 这 类 


合 情 的 理由 是 重要 的 ,5 可 是 天 清热 了 的 合 情 理由 更 显得 重要 . 
在 对 待 可 观察 到 的 客观 现实 时 ， 我 们 从 来 不 能 得 到 任何 被 证 明了 


外 


的 真理 ,而 总 是 不 得 不 依靠 某 些 合 情 的 推理 根据 ， 但 在 处 理 纯 数 
学 问题 时 ,我 们 却 能 获得 一 种 严密 的 证 明 . 然而 临时 竹 的 论据 , 合 
情 推 理论 据 的 想法 却 能 给 我 们 以 临时 的 帮助 ， 并 且 可 以 把 我 们 最 
终 引 向 决定 性 的 确切 论证 . 

启发 性 的 理由 也 是 很 重要 的 , 尽管 它 证 明 不 了 什么 东西 . 也 
许 弄 清 这 些 启发 性 的 理由 也 是 重要 的 ， 尽 管 在 被 弄 清 的 每 种 理由 
背后 可 能 还 隐藏 着 更 多 的 东西 一 一 一 些 仍然 含糊 的 、 然 而 更 加 重 
要 的 前 提 ?， 

这 就 提出 另 一 种 意见 : 如 果 在 每 种 具体 情形 下 ， 我 们 只 能 乔 
清 有 限 几 个 合 情 推理 的 理由 ， 那 么 在 不 具体 的 情形 下 要 彻底 研究 
它 ， 我 们 如何 希 望 能 用 抽象 的 方法 来 详尽 地 论述 这 类 合 情 推 理 的 
根据 呢 ? 


5 7. 常用 的 启发 性 假设 


上 述 两 个 例子 ($2 和 $3) 提出 另 一 种 论点 .让 我 们 简要 地 回 
顾 一 下 其 中 的 一 个 例子 ,然后 谈 一 谈 一 种 相似 的 情形 . 

在 解 某 个 问题 的 研究 过 程 中 ,由 表面 上 看 来 不 同 的 几 个 来 源 ， 
你 得 到 与 未 知 数 个 数 同样 多 的 方程 。 但 是 你 应 该 知道 , 这 >” 个 方 
程 并 不 总 是 足以 确定 = 个 未 知 数 的 : = 个 方程 可 能 相互 不 独立 ， 
或 者 相互 是 矛盾 的 .然而 ,有 这 样 一 种 特殊 情形 ,致使 你 有 理由 希 
望 所 列 的 方程 将 能 确定 这 些 未 知 数 . 例如 , 你 往 下 做 ,着手 去 解 
这 些 方 程 , 并 且 你 应 当 看 根据 它 能 得 出 什么 ， 如 果 有 相 了 矛盾 的 地 
方 或 不 确定 的 地 方 , 那 它 本 身 就 会 以 某 种 方式 表现 出 来 . 反之 ,如 
果 你 得 到 一 个 适 切 的 结果 ,那么 你 就 可 以 认为 有 必要 花费 时 间 , 然 
后 在 严密 论证 上 下 功夫 . 

在 求解 另 一 个 问题 的 过 程 中 , 可 能 要 逐 项 积分 某 个 无 穷 级 数 。 
那 你 应 当知 道 , 这 样 一 种 运算 不 总 是 容许 的 ,有 可 能 产生 错误 的 结 
果 . 然而 ;有 这 样 一 种 特殊 情形 ,致使 你 可 以 有 理由 希望 这 个 级 数 
对 运算 有 效 ， 因 此 ,在 去 解 这 个 问题 之 前 ,你 看 一 看 从 那个 没有 完 
“1 < 怎样 解 题 > CHfow to solve 1), 第 224 页 
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全 证 明 的 公式 能 够 得 出 什么 ,这 是 一 条 权宜 之 计 ,可 以 暂缓 对 完全 
证 明 的 担心 . 

这 里 我 们 提 到 了 两 种 常用 的 启发 性 假设 ， 一 种 是 关于 方程 组 
的 , 另 一 种 是 关于 无 穷 级 数 的 . 在 数学 的 每 个 分 支 里 都 有 这 种 假 
设 , 而 一 个 好 的 数学 家 的 重要 才能 之 一 ,就 是 在 那个 分 支 中 他 知道 
有 哪些 现行 的 假设 ,并 且 还 知道 他 可 以 如 何 使 用 它们 ,更 知道 他 应 
该 对 这 些 假设 可 以 相信 到 什么 程度 . 

当然 ， 你 不 能 太 过 份 依靠 任何 推测 ， 不 管 是 常用 的 启发 性 假 
设 , 还 是 你 自己 特有 的 猜想 . 如 果 你 相信 你 自己 的 未 加 证 明 的 假 
设 是 对 的 , 那 也 将 是 愚蠢 的 . 然而 怀 有 希望 你 的 推测 应 当 是 对 的 
去 从 事 某 项 工作 , 那 可 能 也 是 合理 的 。 谨慎 的 乐观 主义 是 应 有 的 
态度 。 


第 十 一 章 的 例题 和 注释 


1. 一 个 三 角形 中 , 已 知 其 底 边 为 a. 垂直 于 «的 高 为 以 及 
“所 对 的 角 为 .在 这 些 条 件 下 , 试 (a) 构 造 三 角形 , (b) 计 算 其 面 
积 ， 这 些 数据 都 是 必要 的 玛 ? 

2. 一 个 梯形 中 ， 已 知 其 垂直 于 两 平行 边 的 高 为 4, 平行 于 此 
两 边 且 与 两 边 隔 成 相等 距离 的 中 线 为 mm, 又 两 平行 边 中 之 一 边 与 
其 余 两 边 ( 即 两 斜 边 ) 之 间 的 夹 角 为 c 与 p。 在 这 些 条 件 下 , 试 (a) 
构造 梯形 , (b) 计算 其 面积 。 这 些 数据 都 是 必要 的 吗 ? 

3. 两 平行 平面 之 间 所 夹 球面 的 一 部 分 称 为 球 带 ， 两 平行 平面 
的 距离 称 为 球 带 的 高 已 知 > 为 球 的 半径 , 4 为 球 带 的 高 , a 为 靠 
近 球 心 那个 作为 边界 的 平面 与 球 心 的 距离 ， 试 求 这 一 球 带 曲面 面 
积 .你 注意 到 些 什么 ? 

4. 第 一 个 球 的 半径 为 s; 第 二 个 球 的 半径 为 6, 它 与 第 一 个 球 
相交 并 且 通 过 第 一 个 球 的 球 心 。 试 计算 第 二 个 球 位 于 第 一 个 球 之 
内 那 一 部 分 球面 的 面积 .你 注意 到 些 什 么 9 检验 极端 情形 . 

5. 试 重新 考虑 $2 的 例子 ,并 证 明 其 解 . 

6， 两 平行 平面 之 间 所 夹 球 的 一 部 分 称 为 球 截 形 。 球 截 形 的 
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表面 由 三 部 分 组 成 : 一 个 球 带 和 两 个 圆 ,一 个 圆 称 为 球 截 形 的 底 ， 
一 个 圆 称 为 球 截 形 的 项 。 我们 用 下 面 的 记号 : 

4 是 底 的 半径 ， 

2 是 预 的 半径 ， 

4 是 高 ( 底 与 顶 之 间 的 距离 )。 

M 是 中 截面 的 面积 《中 截面 平行 于 底 与 顶 且 与 两 者 隔 成 等 距 
离 )， 

V 是 球 截 形 的 体积 .。 

若 已 知 ,和 4， 试 求 MA 一 了。 

你 注意 到 些 什么 2 检验 极端 情形 . 

7， 一 圆锥 的 轴线 通过 一 球 的 球 心 。 锥 面 与 球面 交 成 两 个 圆 ， 
并 把 球体 分 成 两 部 分 :“ 穿 了 锥 形 孔 的 球 " 和 " 塞 子 (参看 图 11.2， 
该 图 是 围绕 轴线 48 旋转 的 ); 塞 子 在 锥 内 。 设 > 表示 球 的 半径 ， 
< 表示 旋转 时 形成 锥 孔 的 弦 长 。 而 4 表示 ( 穿 了 孔 的 球 高 ) 向 锥 的 
轴线 上 的 投影 长 . 已 知 >, c 和 4, 试 求 穿 了 锥 形 孔 的 球 的 体积 ,你 
注意 到 些 什 么 ? 

8， 旋 转 抛物 面 的 轴线 通过 一 球 的 球 心 ， 并 且 两 曲面 交 成 两 
圆 ， 若 已 知 > 为 球 的 半 
径 ，4 为 两 曲面 之 间 的 环 
状 立 体 ( 即 球 内 与 抛物 面 
外 的 部 分 ) 在 抛物 面 轴线 
上 的 投影 长 ， 而 4 为 球 心 
与 抛物 面 顶点 的 距离 。 试 
计算 此 环 状 立体 (关于 OX 
轴 旋 转 的 图 11.3) 的 体积 。 
你 注意 到 些 什 么 ? 

9， 一 个 梯形 中 ,已 知 
其 下 底 为 *， 上 底 为 6, 垂 
直 于 两 底 的 高 为 h; 4 之 
图 11.2 ” 穿 了 锥 形 孔 的 球 6， 围绕 其 下 底 旋转 此 梯 


图 11.3 ” 穿 了 抛物 形 孔 的 球 

形 得 一 旋转 体 ( 以 两 个 圆锥 为 顶 的 柱 体 ), 试 求 (a) 它 的 体积 ,Cb) 表 
面 面 积 。 对 于 确定 未 知 数 这 些 数据 是 充分 的 吗 ? 

10， 按 一 定 次 序 取 定 十 个 数 , w, wi, ze，…，xo， 它们 有 这 样 
的 关系 ,从 前 面 的 第 三 个 数 起 ,每 一 个 数 都 是 前 两 个 数 之 和 : 

HaHait uss n=3,4,...,10. 

若 已 知 wy, 试 求 所 有 这 十 个 数 之 和 十 妇 十 四 十 十 xz 

对 于 确定 未 知 数 这 些 数据 是 充分 的 吗 ? 

11. 试 计算 


人 dx 
0o (1 + x)(l + x°). 
你 注意 到 些 什 么 ? 检验 ec 一 0，c 一 co, a 一 一 0 的 情形 。 

12. 推广 例 11. [首先 试验 最 简单 的 情形 .] 

13， 试用 一 个 未 知 数 建立 一 个 方程 ,使 得 它 不 能 确定 未 知 数 。 

14， 如 果 用 一 个 适当 的 附加 条 件 来 限定 一 些 未 知 数 ， 那 么 就 
能 用 一 个 方程 确定 ” 个 未 知 数 。 例 如 , 若 x,y, z 都 是 实数 , 则 它 
们 完全 可 由 方程 

条 十 刀 十 太一 0 

来 确定 . 

试 求 满足 方程 


和 和 是 


妇 十 妈 一 128 
的 所 有 正 整 数 数组 (x, y). 
15. 试 求 满足 方程 
台 十 妨 十 肛 十 一 64 
的 所 有 正 整 数 数组 (x、y, z，, oo). 
16. 一 般 情 形 。 考虑 具有 三 个 未 知 数 、 三 个 线性 方程 的 方程 


组 

ax +byt+ cr ™= ds 

ax + by + cz = ds 

axx + byy + cs = qd. 
假设 12 个 已 知 数 ao， 6b,, c1, di, a2,"…*， 4d; 都 是 实数 , 如 果 方 程 组 
恰 有 一 解 ( 即 刚好 有 一 组 三 个 数 x,y, z 满足 方程 组 ), 那 么 就 称 这 
个 方程 组 是 确定 的 ;如 果 有 无 穷 多 组 解 , 则 称 其 是 不 确定 的 ; 如 果 
无 解 , 则 称 其 是 不 相 容 的 。 从 各 种 观点 来 看 ,方程 组 是 确定 的 这 种 
情形 是 作为 一 般 的、 通常 的 ,正常 的 、 正 规 的 情形 出 现 的 ;而 其 他 两 
种 情形 是 作为 特殊 的 、 不 经 常 的 、 非 正常 的 、 不 正规 的 情形 出 现 
的 ， 

《a) 在 几何 上 ,我 们 把 一 组 三 个 数 x, y, x 解释 成 直角 坐标 系 
中 的 一 个 点 , 而 每 个 方程 解释 成 满足 它 的 点 的 集合 , 即 平面 .《 事 
实 上 ,根据 这 种 解释 ,我 们 应 该 假设 每 个 方程 左 端 至 少 有 一 个 非 零 
系数 ,现在 就 让 我 们 作 这 种 假设 ,) 如 果 三 个 平面 恰 有 一 个 公共 点 ， 
那么 三 个 方程 的 方程 组 就 是 确定 的 。 当 这 三 个 平面 有 两 个 公共 点 
时 ,它们 就 有 一 条 公共 直线 ,因而 方程 组 是 不 确定 的 。 当 这 三 个 平 
面 都 平行 于 同一 条 直线 ,而 没有 点 为 全 体 三 个 平面 所 共有 时 ,那么 
方程 组 就 是 不 相 容 的 。 如 果 三 个 平面 处 在 “一 般 的 位 置 " 上 , 也 就 
是 它们 “ 按 任 意 选择 ”位 置 ,那么 就 恰 有 一 个 公共 点 ,从 而 方程 组 是 
确定 的 . 
《b) 在 代数 上 ,三 个 线性 方程 的 方程 组 是 确定 的 , 当 且 仅 当 其 

左 端 9 个 系数 的 行列 式 不 为 零 . 因而 , 除非 以 一 个 方程 的 形式 对 
系数 加 以 特殊 条 件 或 限制 ,方程 组 才能 是 确定 的 。 
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《c) 我 们 可 以 把 一 组 九 个 ( 实 ) 系 数 《a1 G23 as， cs) 解 
炎 成 9 维 空间 中 的 一 个 点 。 对 应 于 不 是 确定 的 (未 本 定 的 起 不 相 
容 的 ) 方 程 的 点 满足 一 个 方程 (行列 式 等 于 0), 从 而 这 些 点 形成 一 
个 低 维 流 形 ( 一 个 8 维 的 “ 超 平面 "). 

《qd) 按 任 意 给 定 的 三 个 未 知 数 的 三 个 线性 方程 的 方程 组 不 是 
确定 的 ,这 不 像 是 会 发 生 的 ， 参 考 例 14.23。 

17， 对 于 五 个 正 立 体 ,考虑 其 中 每 一 个 的 内 切 球 与 外 接 球 , 并 
计算 这 两 个 球 的 半径 之 比 . 

18. 在 表 I 中, 如果 互 换 立 方 体 与 八 面体 ,或 十 二 面体 与 二 十 
面体 的 位 置 ,那么 第 (3) 列 将 保持 不 变 。 这 将 使 得 刻 卜 勒 理论 令 人 
难以 确定 ， 然而 刻 卜 勒 却 发 挥 了 奇异 才能 , 他 发 现 了 为 什么 能 够 
如 此 的 理由 ,这 五 个 高贵” 的 立体 中 有 一 个 具有 更 高 贵 的 地 位 , 它 
读 架 于 其 他 之 上 ,成 为 王 中 之 王 . 

斌 发现 一 些 简单 的 几何 性 质 ， 用 这 些 性 质 来 把 开 普 勒 放置 在 
地 球 轨道 周围 的 三 个 立体 ， 与 放置 在 这 个 轨道 之 上 的 两 个 立体 区 
别 开 来 . 

19， 没 有 主意 是 最 不 好 的 .“ 许 多 猜测 后 来 被 证 朋 是 错误 的 ， 
但 这 对 于 引导 出 一 个 比较 好 的 办 法 来 还 是 有 用 的 .”“ 除 非 我 们 不 
加 可 否 ,否则 应 该 说 没有 主意 是 最 不 好 的 .全 然 没有 主意 , 那 才 真 
正 是 坏 的 . “我 几乎 每 天 都 用 这 样 的 话 来 安慰 怀 有 一 些 诚实 和 天 
真 想法 而 力求 进取 的 学 生 。 这 些 话 对 于 日 常生 活 和 科学 研究 都 适 
用 ， 尤其 对 上 述 开 普 勒 所 研究 的 情形 更 适用 。 

就 开 普 勒 本 人 来 说 ， 他 以 自己 的 聪明 才智 把 六 颗 行星 与 五 个 
正 立体 结合 起 来 ， 从 而 实现 了 从 中 世纪 到 现代 观点 的 独一无二 的 
转变 。 但 是 ,我 不 能 认为 与 开 普 勒 同时 代 的 伽利略 可 以 想 得 出 来 
这 样 的 主意 。 用 现代 观点 看 来 , 这 个 主意 好 像 当 初 就 是 不 适当 的 
见解 , 因为 它 与 自然 科学 以 外 的 东西 有 那么 一 点 联系 。 即使 它 与 
观测 符合 得 相当 好 ， 开 普 勒 猜想 也 只 是 受到 很 脆弱 的 支持 ， 因 为 


1) < 怎样 解 题 * 《How zo Solve 1)、 第 207 一 208 页 ， 
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它 缺 乏 为 大 家 所 熟知 的 按 其 他 方式 可 类 比 的 支持 .。 

然而 本 来 是 错误 的 开 普 勒 猜测 ， 对 于 能 够 引导 出 一 个 好 的 办 
法 来 , 无 疑 还 是 非常 有 用 的 . 它 促 使 开 普 勒 去 比较 精密 地 研究 行 
星之 闻 的 平均 距离 ,它们 的 轨道 运转 周期 ,为 此 ,他 对 发 现 某 种 相 
宣 的 "解释 " 抱 有 希望， 从 而 它 最 终 导致 关于 行星 运动 的 著名 开 普 
勒 定律 ,影响 了 和 牛顿 ,也 影响 到 我 们 现代 的 整个 科学 观点 . 

20. 一 些 常 用 的 启发 性 假设 .这 个 题目 应 该 值 得 比较 全 面 地 
论述 ,但 是 , 由 于 限于 篇 幅 , 我 们 不 得 不 粗略 地 加 以 解释 .我 们 必 
须 弄 清 在 一 个 实际 问题 中 “一 般 地 ”这 个 必然 有 点 含糊 的 词 的 意 
义 , 下 面 让 我 们 来 作 和 解释 . 

“如 果 在 一 个 方程 组 中 , 方程 的 个 数 等 于 未 知 数 的 个 数 , 那么 
“一 般 地 ’ 可 以 确定 未 知 数 .” 

在 某 个 问题 中 ,如 果 “ 条 件 ” 与 现 有 的 参数 同样 多 ,那么 从 间 题 
是 有 解 的 临时 性 假设 出 发 是 合理 的 ， 例 如 ，z 个 变量 的 二 次 型 有 
n(n rr 1)/2 个 系数 ， 而 ?个 变量 的 正 交 代 换 依赖 于 zz 一 1)/2 
个 参数 ,因此 ,用 一 个 适当 的 正 交 代 换 ,开头 就 假设 任何 > 个 变量 
的 二 次 型 都 可 以 化 简 为 表达 式 

好 十 和 好 十 十 ny3; 
其 中 2 加 ,…* ,ys 是 由 代 换 所 引进 的 新 变 景 ， ,44,"……， 4 是 
适当 的 参数 ， 实 际 上 ,上 述 表达 式 依赖 于 ?个 参数 ,并 且 有 
n(nt+ 1)/2=n(n— 1)/2+n. 
在 > 一 2 和 ?一 3 的 特殊 情形 下 ,证 明 这 个 命题 ,并 解释 在 这 些 情 
形 下 的 几何 意义 , 继 此 而 后 ,根据 上 述 意见 就 可 以 建立 起 有 利于 一 
般 情形 下 的 强 有 力 推 断 . 

“两 个 极限 运算 ,一 般 地 是 可 以 交换 的 .” 

如 果 一 个 极限 运算 是 无 穷 级 数 求 和 ， 另 一 个 极限 运算 是 求 积 
分 ,那么 可 参见 $ 7 中 所 提 到 的 情形 ?。 


1) 参见 哈代 ,< 纯 数学 教程 » (G. H. Hardy, 4 Course of Pure Mathemarics), 第 
七 版 ， 第 493 一 496 页 。 
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“极限 以 前 什么 是 对 的 ,一 般 地 在 极限 状态 也 是 对 的 .”? 
若 已 知 oo > 0 以 及 limas 一 a, 则 我 们 不 能 由 此 断定 a > 0; 


而 只 能 有 = > 0 才 是 对 的 . 若 把 一 条 曲线 看 成 是 一 个 内 接 多 边 形 
的 极限 , 把 一 张 曲面 看 成 是 一 个 内 接 多 面体 的 极限 。 那么 把 这 条 
曲线 的 长 度 当 作 内 接 多 边 形 周 长 的 极限 来 计算 ,这 是 对 的 ,而 把 那 
张 曲面 的 面积 当成 内 接 多 面体 的 表面 面积 来 计算 , 则 是 错 的 ?， 虽 
然 它 容 易 使 人 误解 ， 但 是 所 叙述 的 启发 性 原则 还 是 大 大 可 供 参考 
的 。 例 如 , 参看 例 9.24. 

“一 开始 就 可 以 把 一 个 单元 函数 看 成 是 单调 的 .” 

当 我 们 假设 ,在 改变 物体 形状 的 条 件 下 ,其 体积 也 发 生变 化 的 
时 候 ,可 以 推出 与 $2 中 意见 相仿 的 结果 ,但 容易 使 人 产生 误解 . 尽 
管 如 此 ,所 叙述 的 原则 通常 还 是 有 用 的 。 我们 应 会 证 明 
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这 种 形式 的 不 等 式 , 其 中 a < 5. 开始 我 们 可 以 尝试 更 多 的 证 明 ， 
也 就 是 


f(x) < gC). 
这 归结 为 初始 假设 , 变形 为 g(x) 一 (x) 的 函数 是 单调 的 (问题 
化 为 比较 这 个 函数 在 x 一 “与 * = 4 处 的 值 . ) 所 叙述 的 原则 包含 
在 更 一 般 的 启发 性 原则 之 中 . “首先 尝试 最 简单 的 情形 ,” 
“一 般 地 , 一 个 函数 可 以 展 成 紧 级 数 ,第 一 项 能 给 出 可 以 接受 
的 近似 值 , 如 果 我 们 取 其 更 多 的 后 继 项 , 则 其 近似 程度 就 更 好 .” 
如 果 未 能 很 好 地 理解 “一 般 地 * 这 个 词 的 限定 意义 ， 那 将 是 很 
大 的 失败 ， 尽 管 如 此 物理 学 家 \ 工程 师 以 及 其 他 科学 家 ,在 他 们 
对 自己 的 科学 领 蕊 似乎 是 特别 喜欢 应 用 微 积分 。 微 积分 包括 另 一 
种 原则 ,其 范围 甚至 比 我 们 前 面 所 叙述 过 的 那个 原 划 还 广泛 : “-- 


1) 参考 威廉 赫 威 尔 < 归纳 科学 的 基本 原理 > Willian Whewell, The Philosophy 
of the Inductive Sciencc)， 新 版 ,第 1 卷 , 第 146 页. 


2) 见 H. A. 许 瓦 兹 < 数学 论文 全 集 > (H. A. Schwarz, Gesammelie Mathema.. 
tische 4bhandiungen)y 第 2 卷 ,309-311 页 . 


229。 


开始 就 可 以 把 一 个 未 知 函 数 看 成 是 线性 的 .” 事 实 上 , 如 果 已 有 展 
开 式 
f(x) 一 ao 十 az 十 az 十 az 十 9 
那么 可 以 近似 地 取 
f(x) ~ ao + aix. 

《显然 ,不 知道 微 积分 的 伽利略 ,更 加 喜爱 线性 函数 ; 参看 $4.) 这 
个 原则 的 重要 性 通常 在 于 有 关 误 差 的 初始 项 ; 参看 $5.2。 它 经 常 
用 于 启示 同 精确 性 有 密切 关系 的 概念 上 ， 然 而 它 所 能 启示 的 结果 
往往 与 精确 性 相差 甚 远 . 

在 实际 问题 中 ,一 个 物理 学 家 (或 工程 师 , 或 生物 学 家 ) 常 常 认 
为 ,一 个 物理 量 y 依赖 于 另 一 个 物理 量 *, 即 有 微分 方程 


dy 
和 fy). 


现在 ,假设 依 这 个 方程 所 涉及 到 的 积分 也 是 很 难 的 ,或 函数 f(y) 的 
形式 可 以 是 未 知 的 。 在 这 两 种 情形 下 ， 那 个 物理 学 家 便 把 函数 
fy) 展 成 y 的 震级 数 ， 并 且 可 以 把 下 列 各 式 看 成 是 上 述 的 微分 方 
程 的 一 系列 逐次 逼近 

Ea 一 qs 

dx 


并 =at+ ay, 
人 = go 十 aiy + ay’, 

但 是 满足 这 三 个 方程 的 曲线 具有 完全 不 同 的 性 质 ， 并 且 所 用 
的 近似 表达 式 还 可 能 完全 引 向 错误 的 方向 。 幸运 的 是 , 物理 学 家 
们 更 多 的 是 依据 仔细 的 判断 而 较 少 地 依靠 数学 家 计算 的 结果 ， 因 
此 ,即使 在 数学 廖 误 暴 密 的 不 大 明显, 风险 比 上 述 例子 还 大 的 情况 
下 ,他 也 能 根据 主要 依靠 仔细 判断 的 类 似 过 程 得 出 好 的 结果 . 

21; 乐观 的 报酬 ， 已 知 若干 量 a，,5,c,4,c,f,g 和 h， 我 
们 来 研究 一 下 对 于 四 个 未 知 数 x,y,，w 和 ”具有 四 个 方程 的 方 
程 组 


0 


ar 十 旭 十 cb 十 如 一 0， 
cx 十 几 十 8 十 Mn 一 0， 
hz 十 8y 士 刀 十 cu 一 0， 
ar 十 cy 十 b 十 az 一 0 
是 否 有 异 于 平凡 解 即 x 一 y 一 w 一 v 一 0 的 解 的 可 能 性 ,正如 所 
知 ， 方程 组 (S) 有 一 组 韭 平凡 解 , 当 且 仅 当 其 系数 行列 式 等 于 零 ， 
但 是 , 现在 我 们 希望 避免 直接 计算 这 个 具有 四 行 的 行列 式 。 根 据 
方程 组 (S) 所 特有 的 对 称 性 ,暗示 我 们 可 以 假设 
WB 
而 后 ,由 于 方程 组 (S) 的 第 一 个 方程 与 第 四 个 方程 完全 一 致 ,而 第 
二 个 方程 与 第 三 个 方程 完全 一 致 ， 于 是 具有 四 个 方程 的 方程 组 化 
简 为 一 个 只 具有 两 个 不 同方 程 的 方程 组 : 
(a+d)x+ (b+ ce)y=0, 
(e+ hxt+ (f+g)y= 0. 
要 这 个 方程 组 有 非 平凡 解 , 当 且 仅 当 它 的 行列 式 等 于 零 。 
然而 ,我 们 还 可 以 根据 令 
NW WY 
来 化 简 方 程 组 (S$)。 又 得 到 一 个 只 具有 两 个 不 同方 程 的 方程 组 : 
(a—d)x+(b—ce)y=0, 
Ce ~— hxr+(f—s)y= 0. 
上 述 两 个 方程 组 中 的 随便 哪 一 个 的 系数 行列 式 等 于 零 ， 都 涉及 到 
方程 组 (S) 的 系数 行列 式 等 于 零 . 因此 ,我 们 可 以 觉得 (如 果 我 们 
充分 乐观 的 话 )， 后 者 具有 四 行 的 行列 式 是 其 它 两 个 ,每 个 都 具有 
两 行 的 行列 式 的 乘积 
(a) 试 证 这 一 点 , 并 把 结果 推广 到 具有 = 行 的 行列 式 上 去 。 
(b) 在 这 方面 ,我 们 已 经 乐观 了 吗 ? 
22， 取 如 $ 9.4 中 的 坐标 系 。 x 轴 是 水 平 的 ，y 轴 指向 下 方 。 
用 下 面 两 种 方式 连接 原点 与 (a，5) 点 : 
(1) 以 一 直线 ， 
(2) 以 圆心 在 x 轴 上 的 一 段 圆 弧 . 


(s) 


在 原点 由 静止 出 发 的 一 个 质点 ， 以 时 间 或 7 到达 (a， 2 
点 ,究竟 是 7, 还 是 7; 随 质点 下 滑 (无 摩擦 ) 遵循 路 径 是 (1) 还 是 
(2) 而 定 ， 伽利略 提出 过 (如 $ 9.4 中 所 述 ), T, > 7T:。 若 设 
ao 十 b=h, 
经 过 某 些 运算 , 则 上 这 不 等 式 原来 等 从 于 下 面 的 不 等 式 
ea 一 z)] dr < 4 一 及 


把 两 端 都 展 成 的 竹 级 数 , 设法 证 明 这 个 不 等 式 ， 什 么 将 是 最 简 
单 的 (或 “最 乐观 ”的 ) 可 能 性 ? 

23. 数值 计算 与 工程 师 。 外 行人 总 是 倾向 于 认为 科学 家 的 数 
值 计算 是 不 会 错 的 但是, 是 呆板 枯燥 的 。 实 际 上 ,科学 家 的 数值 
计算 可 能 是 饶 有 余味 的 ,但 是 , 却 是 不 可 靠 的， 古代 天 文学 家 曾经 
尝试 过 ,现代 工程 师 也 在 尝试 ,他 们 都 是 用 不 完全 通晓 的 数学 工具 
对 一 些 不 完全 理解 的 现象 进行 数值 计算 , 并 希望 得 到 结果 . 这 样 
的 一 些 努力 可 能 失败 ,这 不 足 为 奇 ; 而 他 们 常常 成 功 ,这 倒是 比较 
令 人 惊讶 的 。 这 里 有 一 个 典型 的 例子 . 〈 此 处 被 删 去 的 技术 细节 
将 在 另 一 处 发 表 .) 


人 #1+ 3 +t 


图 11.4 ”一 个 试验 : 坐标 为 了 图 11.5 。 另 一 个 试验 : 举 标 为 
一 个 工程 师 想 要 计算 某 个 与 边 长 为 1 的 正方 形 有 关 的 物理 量 
Q( 实 际 上 ,8 是 具有 正方 形 截面 横梁 的 扭转 刚度 ， 事 实 上 读者 并 
不 需要 知道 这 一 点 ,甚至 也 不 需要 知道 什么 是 刚度 ), 于 是 , 若 想 进 
行 非常 精确 的 计算 , 便 要 陷 人 数学 的 元 繁 中 去 ,所 以 工程 师 们 有 工 
程 师 们 的 一 套 习 惯 作法 ,他 把 已 知 的 正方 形 分 成 相等 的 “元 素 ”, 也 
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就 是 每 个 面积 为 /mr 的 夏 个 较 小 的 正方 形 .《 若 用 二 重 积 分 的 近 
似 方法 , 也 可 以 把 已 知 面积 按 这 种 方法 分 成 若干 元 素 .》 有 理由 希 
望 , 当 = 趋向 于 无 穷 时 ,近似值 趋 于 真 值 . 但 实际 上 , 当 = 增加 时 ， 
计算 的 难度 也 增加 ,其 增加 之 快 ,以 致 于 很 难处 理 。 这 个 工程 师 只 
考虑 2 一 2,3,4,5 的 情形 ， 并 得 
到 8 的 相应 近似 值 : 

0.0937 0.1185 0.1279 0.1324 @ 
不 要 忘记 ， 这 些 数 字 分 别 对 应 于 用 
来 进行 计算 的 小 正方 形 的 面积 值 : 

1/[4 1/9 1/16 1/25 hs $ + 

工程 师 绘制 这 些 结果 .他 决定 。 图 .6 坐标 为 1/m: 成 功 了 ! 
把 所 得 到 的 2 的 近似 值 作 为 纵 坐标 来 绘制 曲线 ， 而 对 横 坐 标的 选 
取 他 犹 殉 不 决 。 他 首先 试验 把 x 作为 横 坐 标 ,然后 是 1/n, 最 后 是 
1/m?《 即 在 近似 中 所 用 到 的 小 正方 形 面积 数值 ): 分 别 参看 图 
11.4, 11.5 和 11.6。 最 后 的 选取 最 好 ; 图 11.6 中 的 四 点 儿 乎 是 在 
同一 条 直线 上 . 工程 师 看 到 这 一 点 , 他 画 线 直到 它 相交 所 需要 的 
立轴 为 止 ,并 且 把 交点 的 纵 坐 标 看 成 是 对 2 的 一 个 “好 的 ”近似 。 

(a) 为 什么 2 基本 想法 是 什么 ? 

Cb》 用 数值 检验 图 11.6: 以 直线 把 每 一 点 与 附近 的 点 连 起 
来 ,并 计算 出 三 个 斜率 . 

Ce) 在 图 11.6 中 选取 两 个 最 可 靠 的 点 ， 按 工程 师 的 作 图 法 ， 
用 通过 此 两 点 的 直线 计算 对 8 得 出 的 近似 值 ， 并 把 结果 与 9 的 真 
值 0.1406 进行 比较 。 


和 


后 记 


看 完 前 面 几 章 并 做 了 一 些 习题 的 读者 ， 已 有 机 会 使 自己 了 解 
了 合 情 推理 的 某 些 方面 ， 本 书 其 余 五 章 的 目的 是 为 形成 合 情 推理 
一 般 的 基本 概念 ,这 五 章 已 编辑 在 第 二 卷 中 ， 我 相信 ,这 个 目的 会 
受到 相当 大 的 理论 上 的 重视 ,但 是 也 有 一 定 的 实际 意义 :如 果 我 们 
更 多 地 了 解 了 作为 基础 的 抽象 概念 ， 就 能 更 好 地 完成 具体 工作 ， 

第 二 卷 的 主要 宗旨 是 系统 地 阐述 合 情 推 理 的 某 些 确定 模式 . 
但 是 这 些 模式 都 是 从 具体 例子 提炼 出 来 的 ， 并 且 在 讨论 中 也 都 紧 
密 结合 具体 例子 .因此 ,在 第 二 卷 中 ,除了 在 第 一 卷 中 已 讨论 过 的 
例题 之 外 ， 还 要 增加 几 个 数学 例题 ， 并 且 将 用 同样 的 方法 来 进行 
处 理 。 


.234。 


问题 的 解答 


第 一 章 解 答 

1. 末 位 数 为 1 的 素数 . 

2. [斯 坦 福 (Stanford)，1948.] 

二 1) 十 《二 2) 十 十 ( 二 17= 二 (rn 二 1) 
左边 是 算术 级 数 ， 

3. 1 二 3 十 …' 填 (22 一 1) 一 委 ， 

4. 1, 9, 36, 100,… 都 是 平方 数 . 参看 《怎样 解 题 》 (How 
to Solve Tt)，p. 104. 


5。 [斯坦 福 , 1949.] 当 是 奇数 时 为 (全 十) ， 当 ”为 偶数 
时 为 (二) 一 二 对 于 两 种 情形 有 一 个 同一 的 规律 其 闽 数 
部 分 最 接近 于 包 士 1- 


6。 第 一 个 问题 : 是 的 ， 第 二 个 问题 : 不 是 ; 33 就 不 是 素数 。 

7， 如 果 你 有 些 关 于 素数 知识 的 话 ， 你 是 不 会 完全 同意 的 [ 例 
1, 6, 9]. 事实 上 ,，(1) 是 可 以 给 予 证 明 的 (是 Kaluza 定理 的 一 种 
特例 ，Methematische Zeitschrift, Vol. 28，1928 p. 160~170), 而 
(2) 是 不 正确 的 ， 因 为 《x 的 ) 下 一 个 系数 是 一 3447 一 一 3X3 X 
383。 这 种 “形式 上 的 计算 ”意思 是 很 清楚 的 ， 

令 


取 ae 一 > nx 
我 们 令 w 一 1, 而 ,ws 9 … 由 递 推 关系 式 
Olunt ltusit 2lun-at oT (nr— llut+ntu = 0 


2 


(一 1;2;3，…)》 

来 确定 . 

8. 根据 观察 到 的 数据 很 可 能 会 认为 4, 是 正 的 且 随 # 增加 的 。 
但 是 这 个 猜想 是 完全 错误 的 。 用 更 高 深 的 方法 (积分 运算 或 复 变 
函数 的 理论 ) 我 们 可 以 证 明 : 对 于 大 的 >，4。 的 值 近似 地 等 于 
(—D" a — D!(logn)™. 

10. 对 于 2” 一 60 的 情况 ， 采 用 第 一 种 方法 或 第 二 种 方法 分 
别 要 作 9 次 或 7 次 试验 (p 二 3,5,7, 11, 13, 17, 19, 23, 29 或 
p' 二 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59). 当 7# 更 大 时 , 第 一 种 方法 和 第 
二 种 方法 所 需要 的 试验 次 数 差 别 将 更 大 ， 因 此 第 二 种 方法 更 有 利 
些 


9, 11, 12, 13, 14 没有 解答 . 


第 二 章 解 答 


1. 我 认为 C 或 D 是 “正确 的 推广 ”而 是 “超出 了 范围 ” 的。 
8 太一 般 化 了 以 致 不 能 给 出 任何 具体 的 意见 ， 可 能 你 选 C 或 D， 
这 种 选择 依赖 于 你 的 基础 ， 但 是 C 和 万 者 要 从 线性 方程 出 发 ,并 
最 后 导致 下 述 的 方案 ;从头 两 个 线性 方程 中 解 出 两 个 未 知 数 并 要 
求 用 第 三 个 未 知 数 来 表示 ,然后 代 和 人 最 后 一 个 方程 ,这 样 就 得 到 关 
于 第 三 个 未 知 数 的 一 个 二 次 方程 (在 情形 4 中 ,你 能 否 从 前 两 个 方 
程 解 出 任何 两 个 未 知 数 呢 ?) 有 两 组 解 : 


(x 9 2) = (C13 —2, 2), (2, = 2). 


2. 绕 其 轴 旋 转 180° ,楼 锥 将 和 自己 重合 . 这 棱锥 的 正确 推广 
是 这 样 一 个 立体 ， 它 有 上 述 类 型 的 对 称 轴 ， 而 景 简单 的 解 是 一 张 
通过 此 轴 与 给 定点 的 平面 .( 有 无 穷 多 个 别 的 解 ,利用 连续 性 ,我们 
可 以 规定 一 条 直线 ,而 平面 是 通过 这 条 直线 的 .) 注 意 ,一 个 以 正 五 
边 形 为 底 的 棱锥 不 含有 一 个 比较 简单 的 解 。 参 看 《怎样 解 题 》 一 书 
p.98~99. 

3. 如果 允 许 在 B 中 的 点 了 可 以 和 点 0 重合 ,那么 A 是 8 的 一 
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种 特殊 情形 ， 不 过 这 两 个 问题 是 等 价 的 : 在 A 和 B 中 的 平面 要 求 
相互 平行 ,所 以 其 中 一 个 问题 的 解 包含 了 另 一 个 问题 的 解 ， 

如 果 已 夫 0，B 是 更 一 般 问题 且 更 容易 处 理 : 在 两 条 另外 的 
直线 上 ,选择 8 和 RR 使 得 OP 一 09 一 0R, 通过 P, 8, R 的 平面 
可 满足 问题 的 条 件 . 因此 ,如 果 研 究 A 的 话 , 把 它 转 到 研究 B 是 有 
利 的 . 

4, A 是 B 的 一 种 特殊 情形 ( 当 p 一 1 时) ,不 过 两 个 问题 是 等 
价 的 ,只 要 用 代 换 x 一 ypt, 就 可 将 化 为 A，B 更 接近 于 更 一 般 
间 题 且 更 容易 处 理 ; 将 积分 


人 ee + z)-1dx 


对 参量 ?微分 两 次 .因此 ,如 果 研 究 A 的 话 ,把 它 转 到 研究 B 是 有 
利 的 ， 

参看 例 3 中 相应 的 叙述 . 

6 圆 的 极端 特殊 情形 可 以 退化 为 一 个 点 ,而 这 是 比较 容易 做 
的 ， 现 在 我 们 就 利用 把 一 般 情 形 化 为 这 种 特殊 情形 的 方法 来 解决 
这 个 问题 . 事实 上 , 当 两 个 圆 的 半径 以 同样 数量 减少 时 ,新 的 外 公 
切线 仍 与 原来 的 外 公 切 线 平行 ， 当 一 个 半径 增加 而 另 一 个 半径 以 
同样 数量 减少 时 , 新 的 内 公 切 线 仍 与 原来 的 内 公 切 线 平行 ， 对 于 
这 两 种 情形 ,我 们 可 以 将 其 中 一 个 贺 化 为 一 个 点 ,而 不 致 改变 公 切 
线 的 方向 . 

8， 取 这 个 圆周 角 的 一 条 边 过 圆心 ， 这 样 的 特殊 情形 是 最 优 
的 . 我 们 可 以 通过 两 个 这 样 的 特殊 角 相 加 或 相 减 得 出 一 般 的 圆周 
角 (这 是 经 典 证 明 方法 的 要 点 , 见 Euclid，IT 20), 关于 最 优 的 特 
殊 情 形 的 另 一 个 著名 的 例子 可 参看 《怎样 解 题 》，p. 166~ 170. 

12. 假如 平面 二 直线 为 三 平行 线 所 截 ,对 应 的 截 段 成 比例 .这 
对 证 明 立 体 几 何 中 更 困难 的 类 似 定理 是 有 帮助 的 ， 参 看 Euclid， 
XI, 17. 

13. 平行 四 边 形 的 对 角 线 在 彼此 的 中 点 相交 . 

14， 三 角形 任意 两 边 的 和 大 于 第 三 边 ， 可 用 这 类 似 的 定理 中 


be 


较 简单 的 一 个 (Euclid, 20) 来 证 明 另 一 个 较 困 难 的 定理 (Euclid， 
XI, 20)., 

15. 平行 六 面体 ,长方体 (盒子 ), 立方 体 , 二 面 角 的 平分 面 . 
四 面体 的 六 个 三 而 角 的 平分 面 交 于 二 点， 这 个 点 是 其 内 雪 球 的 球 


Ciera Wt 


~ 


洛 \. 
16， 校 柱 , 正 校 往 , 球 ， 球 的 体积 等 于 以 球 而 和 为 麻 以 球 的 半 
和 色 为 高 的 核 稚 的 体积 
17. 如 果 从 一 个 棱锥 的 顶点 出 发 的 所 有 楼 是 相等 的 ， 这 种 
棱锥 叫做 等 腰 棱 锥 . 一 个 等 厌 村 锥 的 所 有 侧面 都 是 等 胡 三 角 
形 . 等 腰 棱 锥 的 高 是 通过 等 灰 标 锥 的 底 的 外 接 圆 的 圆心 (参看 例 


22， 是. 把 z 换 为 一 *, 之 的 值 不 变 ， 此 外 在 下 中 用 来 表示 
瑟 * 的 乘积 也 不 变 . 
23. 预 出 : 由 可 得 


(一 阁 一 阁 (二 )…- -0 二 
所 以 ; 当 z* 一 天 时 ,由 导数 的 定义 可 得 
(一 (1 下) 一 去 ) Ri = eos = 十. 


检验 
人 
x (nr— Det)_ 117+1 > 1 
ne.n 2 n 2 
一 用例 23 或 例 25 的 特殊 情形 (* 一 2) 可 得 . 
25. 预测: 如 果 是 一 个 正 整数 


6 


1 # 


= (4) (一 ct = (Dz, 
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检验 : 当 NA 十 1 时 
Td 上 (nok)(r+h) 


nn 


于 二 


=Kk+ 
ED DN 一 Di (N+ R12 


CNI/A7 
DY CN 一 和 IN 士 人 1 
2 NIN! 
CD (CN+IDON+2) (十 和 ,De 
N (N—1):.-(N—k+1) 2 


因为 N 趋 向 oo. 
26. 地 ,这 是 直径 为 1 的 加 的 面积 . 由 E, 对 于 < 一 于 可 得 
vy Pe | (ft YA OS | fe Pr 
x =-(! 1)( rl 去) A 十) 

让 
2'. 2 4. 4 6.6 8.8 10.10 
这 个 公式 是 沃 里 斯 (Wallis，1616~ 1703) 得 出 的 ,但 一 般 人 称 它 为 
欧 拉 公式 .有 另 一 种 表示 沃 里 斯 公式 的 方法 


+ im(L3 3. 0 =D) 


x pe 


27. 在 例 21 中 取 x = wz 并 根据 无 穷 乘积 的 定义 ， 


. 对 的 . 由 例 27 可 得 
(sn) 


5 一 Im 8 十 ?2 十 1 .z+n):- "(z+ 1)z(z—1).. 
(—D"a1) 


Wo ZO 


29. 由 例 27 和 28 可 得 


Cosmz 一 sinz{( 一 = 二 


el 
. (一 直 … (~s+#—7)| /i (a1)] 


430 


一 lim[(22 一 1 一 2z).…(3 一 2z)(1 一 2z)C1 十 2z) 
. (3 十 2z).… (2z 一 1 十 2z)]J/[(2z 一 1) 3 -1 .1 
“3.…(2n 一 1)] 
tt 1.3.5. (2 一 1 
lim im 人 ee ) 


-(- 色 0- 区 -区 
30， 对 的 .由 EE 和 例 29 可 得 
于 


Li 


-全 - 识 - 就 - 痛 - 


31. 预测 : 当 * 一 = 时 ,由 例 29 得 出 cosr 二 一 1. 

检验 : 前 = 个 因子 的 乘积 
-1:3.1.5.3-.7.5 .9...(n 一 3)(22 十 1 
1.1 3.3 5.5 7-7 (2 一 1)(22 一 1) 
27 十 1 
Sl. 

32. 预测 : 由 第 29 题 得 出 cos2x 一 1。 

检验 : 如同 例 31 或 31 及 例 35. 

33. 预测 : 当 x 二 zx (x 一 1,2,3,"…) 时 ,由 例 29 得 出 


4722 4n? 4n? (1) 
人 一 企 )Q 一 人) 一 矢 )… = cosm (—1)". 
检验 : 由 cos0 一 1 和 例 35 或 直接 按 例 31。 
34. 对 的 ,如 同 例 22. 
35. 对 的 . 按 例 28 的 结果 或 方法 。 


，240。 


3 sz 一 1 一 cos( 三 一 站 一 2sint( 三 一 二 ) 


有 ( sinx(l1 — 22)/4 ) 
sin /4 
我 们 令 x 一 <z. 由 例 27 可 得 
sinn(1 一 2z)/4 


sinor/4 
一 lim2 士 (1 一 2z)44...1 十 (1 一 2z)/4(1 一 2z)/4 
办 十 1/4 1 + 1/4 一 一 1/1 
EEG) (L222)/4 
一 1 十 1/4 一 n 十 1/4 
一 lim 和 十 1 一 2z...5 一 2z1 一 2z3 十 2z... 委 一 1 十 2x 
42 十 】 5 1 本 42 一 】 


下 (G+) DG 让 3 
37. 在 例 21 或 27 中 取 对 数 微分 .右边 的 正确 的 意思 是 
im 人 Lie Ee ee ). 

ew 省 x 十 zt * Xx To 


38， 由 例 37 


1 fl 二 这 

x 2* 刀 (起 + 芒 +; 和 )， 
假定 我 们 令 

》 一 cotz 一 二 十 ax 十 op 十 ao 十 “sy 
则 当 = 一 1, 2，3,…… 时 ,我 们 用 xz 一 的 系数 来 表示 


医 1+1++L + 一 一 am 
Son 工 十 22 Ra 32a 本 4 二 52n 二 "We 


为 了 求 出 系数 a, wm，2，…， 我 们 要 用 微分 方程 

大 十 用 一 一 1。 
把 y 和 yy 的 展开 式 代 人 这 个 方程 , 并 且 比 较 上 的 同 次 寡 系 数 , 我 
们 就 得 到 系数 am， ea， 闻 的 关系 式 , 为 了 观察 方便 , 我 们 列 


表 如 下 : 


参看 例 5.1， 于 是 我 们 得 到 一 些 关系 式 
34=—1, 5a+ af=0, 743+ 2aa 一 0 

从 而 对 于 ”一 1, 2，3,， 4 …， 相 继 得 出 

a a i La tg 

2 6” 90” 945” 9450” 

39. 将 例 37 和 38 的 方法 应 用 到 例 36 的 结果 中 .我 们 令 

和 一 和 十 box 二 十 bor 十 …， 则 
2 


2y 二 1+y， 


因此 我 们 首先 得 到 了 关系 式 25 一 2, 46 一 2 66b4 一 2 十 人 5， 
…, 然 后 对 于 


n=1,2,3,4,5,6,."" 


xz mS 
4” 8” 32” 96” 1536” 960” 


40， 通 常 
永定 > 1 1 1 1 
2 人 (一 去 )-1+ 去 + 去 + 志士 去 + 
一 1 1 +e 
22" 42° 


这 可 以 用 例 38 和 39 中 的 数字 作 检 查 : 
0 


4 8 ”90 16 96 945 64 960” 


6 
1 
> | (1 一 xz] 于 arcsinx * dx 
vo 
1 2 1 
-| (1 —x) :xdr+ 二 二 (1— re)-trdr t+ 
9 2 3 


Py ee ee 
233 2453.5 2467 
a 
3.5.7 3 52 


现在 由 此 出 发 去 估算 积分 ， 积 分 的 精确 值 为 (于 /2 ) 并 要 用 到 
例 40. 参看 Euler, Opera Omnia, ser. 1, Vol. 14, p. 178 一 181. 


42. fa 一 2 (arcsinx )’dx 


a 3 1 双 
一 | (1 — 2)-ixa 1) 0 — etdr t+ 
和 和) -ax2dx 十 2ih xz) xidx 
2 


2 4 1 
32 242 353 


i RW 
es we 
22 2462 
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4 1 1 
一 三 1 二 二 十 点 十 十 十 小 
4 22 P 全 


由 此 出 发 去 估算 积分 ,此 积分 的 精确 什 为 (( 王 》 /3)， 我 们 用 到 的 


(arcsinz): 的 展开 式 我 们 将 在 例 5.1 中 推导 .参看 Euler, Opera 
Omnia, ser. 1, Vol. 14, p. 181~184. 


LL 只 天 一 下 工 
43. (2) > 元 一 人 之 所 dt = -| tlog (1 — 2dt; 


通过 分 部 积分 然后 引 人 新 的 积分 变量 ;一 1 一 1. 
(b) 取 = 一 过时, 它 可 使 * 和 1 一 x 中 较 大 者 取得 最 


小 值 ， 
44. 如 果 P,(x) 一 0， 我 们 有 


a 
1 十 并 一 en (1 一 备 )， 
n 


n enkiln 一 oxki/n 天 


or 
rtan 天 
i eki/n 十 exti/n ee 


如 果 是 奇数 ,其 中 我 们 取 《= 0,1,2,…,n 一 1. 
45， 参 看 例 14, 如 果 ** 是 奇数 ,我 们 可 以 在 根 号 的 表达 式 中 取 
太一 0， 士 1]， 土 2…'， 土 (n 一 1)/2. 
因此 ， 


P(x) (wz 一 172 x 
I 和 my) 


广 意 到 ,对 于 固定 的 、 

lm ntan (kr/n) = Rr. 
只 要 把 目前 的 证 法 稍 加 改进 就 可 以 变 为 一 种 从 现代 观点 着 来 可 以 
接受 的 证 明 方法 ， 由 柯 西 给 出 的 与 欧 拉 论 证 的 稍微 有 点 不 同 的 处 
理 方法 为 阿 贝 尔 《Abel) 所 效法 ， 阿 贝尔 利用 类 比 的 方法 发 现 了 
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顶 圆 函数 用 无 穷 乘积 表示 的 方法 ， 参 看 A. Cauchy, Oeuvres 
complétes, ser. 2, Vol. 3, p. 462~ 465, 和 N. H. Abel, Oeuvres 
complétes, Vol. 1, p. 334 一 343. 

46， 对 有 限 项 求 和 是 与 其 项 的 次 序 无 关 的 . 这 里 的 错误 是 把 
上 述 结论 不 加 分 析 地 推广 到 了 无 限 项 求 和 ， 即 ， 它 假定 一 个 无 穷 
级 数 的 和 与 项 的 次 序 无 关 . 这 个 假定 的 结论 是 错误 的 ， 我 们 的 例 
子 说 明了 这 一 点 。 为 了 免 犯 这 样 的 错误 , 必须 回 到 术语 的 定义 上 
来 ， 并 严格 地 按照 这 些 定义 去 证 明 . 于 是 , 一 个 无 穷 级 数 的 和 
被 定义 为 一 个 确定 的 序列 《序列 的 部 分 和 ) 的 极限 ， 而 交换 一 个 
无 穷 级 数 的 项 就 相当 于 我 们 重新 给 出 了 一 个 级 数 , -这 就 等 于 已 完 
全 改变 了 用 以 定义 的 序列 . 《在 一 定 的 条 件 下 ,改变 一 个 无 穷 级 数 
的 次 序 其 和 并 不 改变 , 参看 Hardy, Pure Mathematics, p. 346 一 
347，374，378~~379， 但 这 个 条 件 对 本 题 并 不 满足 .) 

5,7,9,10,11,18,19,20,21 没有 解答 。 


第 三 章 解 答 
1. 成 立 : FF 一 2n,V 一 Xn 十 2, FE = 3n. 
2, 《1) 成 立 : F 一 mp 十 1), V = pm 十 2， 
E=m(pt+1)+pm. 
(2) p=1, m= 4. 
3. 《1) 除去 四 面体 外 ， 剩 下 的 六 个 多 面体 组 成 三 对 类 型 . 
在 同一 对 中 的 两 个 多 面体 ,例如 立方 体 和 八 面体 ,它们 之 间 有 相同 
的 E 并 且 其 中 一 个 的 等 于 另 一 个 的 太 , 而 剩 下 那个 四 面 休 , 则 按 
照 这 个 特有 的 方式 与 它 自己 相对 应 . 
(2) 取 立 方 体 ， 取 立方 体 的 任何 二 相 邻 面 并 连接 它们 的 
中 心 作 一 直线 。 于 是 可 得 十 二 条 直线 。 这 十 二 条 直线 构成 一 个 正 
八 面 体 的 边 ,这 个 八 面体 是 内 接 于 正 立方 体 的 , 它 的 六 个 顶点 位 于 
正 立方 体 的 每 张 面 的 中 心 。 反 之 , 一 个 正八 面体 的 八 张 面 的 中 心 
是 内 接 于 它 的 一 个 正 立方 体 的 八 个 顶点 。 这 种 互 逆 关 系 也 适用 于 
表 中 另外 成 对 的 多 面体 之 间 《 用 硬 纸 片 作出 十 二 面体 和 正二 十 面 


"245。 


体 的 模型 ), 四 面体 对 于 它 自 己 也 有 这 种 特有 的 关系 , 即 它 的 四 张 
面 的 中 心 是 其 内 接 四 面体 的 顶点 。 
(3) 通过 从 一 对 中 的 一 个 多 面体 到 其 对 应 的 另 一 多 面体 
欧 拉 公式 仍然 成 立 . 
4. 用 EE 条 红色 的 边界 线 把 地 球 分 割 为 F 个 地 区 (国家 ); 有 V 
个 顶点 位 于 两 个 以 上 地 区 (国家 ) 的 边界 上 ， 选 取 每 个 地 区 的 一 个 
点 作为 这 个 地 区 (国家 ) 的 “首都 >， 任 何 两 相 邻 地 区 (国家 ) 的 首都 
用 一 条 道路 相连 ,使 得 每 条 道路 只 越过 一 条 边界 线 , 并 且 不 同 的 道 
路 彼此 不 会 相交 ; 把 这 些 道路 都 画 为 蓝 色 。 蓝 线 (道路 ) 的 数目 等 
于 EE, 它们 分 割地 球 为 严 个 地 区 (国家 ) 有 7 个 点 位 于 三 个 或 三 
个 以 上 地 区 (国家 ) 的 边界 上 .上 述 的 情形 满足 V 一 和 F' = 
V, 地 球 的 上 述 红色 和 蓝 色 分 割 方案 之 间 的 关系 是 可 互 逆 的 , 由 一 
个 方案 到 另 一 个 方案 欧 拉 公式 仍然 成 立 ， 
5.， 当 且 仅 当 在 “加 屋顶 ”前 欧 拉 公式 成 立 的 话 ， 欧 拉 公 式 在 
“加 屋顶 ”后 才能 成 立 ， 对 于 一 个 给 定 的 多 面体 的 非 三 角形 的 面 加 
屋顶 后 我 们 可 以 得 到 另 一 个 只 有 三 角形 面 的 多 面体 . 
6. 和 例 5 类 似 : 如 同 “ 加 屋顶 ”可 以 产生 三 角形 面 一 样 ，“ 截 
角 ” 能 产生 只 有 三 条 楼 通过 的 顶点 .我 们 也 能 够 利用 例 4 将 现在 的 
情况 化 为 例 5 的 情形 . 
7. (1) No 一 VN 一己 ，N; 一 下 一 1. 其 下 标 表示 各 自 的 
维 数 ,参看 $7. 
(2) No—N+N,=1. 
8. (1) 假定 i 十 m= ca, m= 06. 
则 
N=(+1)mt+1l)=1+at 0, 
N=(+1)mt+t(mt+1)l= 6 +20, 
N; = Im 一 cz- 
《2) 也 成 立 ，N 一 Ni 十 N; 一 1， 虽 然 对 矩形 不 可 能 进 
行 例 7 所 述 的 那 种 方式 的 简单 分 割 . 
9. N180? 一 《No 一 3) 360° + 180"。 为 了 能 达到 例 7 的 
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解答 中 的 等 式 (2), 我 们 再 把 它 变 为 : 
2No—N—5=0, 2N6 — 3N; + 2N.— 3=2, 
用 计算 棱 的 两 种 不 同 的 方法 ,我 们 得 到 
3N; =— 2N 一 3。 
再 由 最 后 两 个 等 式 可 得 出 
No 一 Ni+N 一 1， 
鉴于 例 7 《2), 欧 拉 公式 就 证 明了 . 
10. 《1) 假定 
i+m+n=ca, mtint m= c, Imn= cys 
则 
No=(+1)m+ 1)(z+1) 
一 1 十 ci 十 cl 十 cy 
六 一 !(m 十 1)(z 十 1) 十 mm 十 1)( 十 1) 
十 pn(I 二 1)(m 十 1) 一 cs 十 2c 十 3c， 
Ni 一 (! -1)mm 十 (mm 十 1)im + (n+ 1)im 
-= 0 十 3csy 
N; = imn 一 ci 

(2) 有 ， Ni—N+N—N=1. 

11. 我 们 在 $6 中 已 经 处 理 了 ”一 3 的 情形 ,在 处 理 这 里 的 
情形 时 ,我 们 并 未 用 任何 只 适用 于 ”一 3 这 一 特殊 情形 的 简化 方 
式 . 因此 ,这 种 特殊 情形 可 以 充分 阐明 一 般 情形 (在 例 2.10 的 意义 
上 .), 这 正如 在 $ 17 中 已 经 指出 那样 , 读者 应 回顾 一 下 $ 16 中 的 
讨论 ,例如 对 等 于 3,# 十 1 等 于 4, Ps 等 于 7, Po 等 于 11. 要 
谨慎 一 点 ,也 可 以 参看 例 12. 

12. 仿照 $ 17 的 假定 , 并 依 例 11 类 推 . 假设 ” 张 平 面 的 位 
置 是 一 般 的 ,它们 分 割 空间 为 S 部 分 ,再 加 上 一 张 平面 , 它 和 前 = 
张 平面 交 于 # 条 直线 , 一般 地 在 它 上 面 确定 了 P, 个 区 域 , 每 一 个 
这 样 的 区 域 可 以 看 作 一 块 “ 隔 板 ”; 它 分 割 空间 的 一 个 老 的 部 分 ( 指 
S。 中 有 隔 板 那些 区 域 中 的 一 个 ) 为 两 个 新 的 部 分 , 这 样 使 得 一 个 
老 的 部 分 变 成 两 个 新 的 部 分 ， 从 而 每 一 个 隔 板 可 以 使 区 域 数目 增 
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加 一 个 ,因此 总 共 增加 了 5 个 , 这 就 得 出 了 我 们 要 证 明 的 关系 式 。 
13. 参看 $ 14 中 表 的 第 3 列 . 
14. 在 $ 14 中 表 的 第 二 列 就 是 
es n(n—1) i D0 2 


中 2.3 


n n n n 
-0)+ (0)+ (2)+ (3); 
在 这 里 我 们 使 用 了 通常 的 二 项 式 系数 的 记号 . 
15. 3 部 分 是 有 限 的 ,8 部 分 是 无 限 的 . 
16. 假定 P? 表示 定义 在 例 11 中 那些 P。 部 分 中 的 无 限 部 分 
的 份 数 . 通过 观察 ,对 于 
n=1,2,3 
有 P? =2,4, 6. 
猜想 ，P? 一 2n。 验证: 在 某 一 个 有 限 部 分 中 取 一 个 点 ,并 设想 这 
个 点 作为 一 个 不 断 扩 大 的 圆 的 圆心 ， 当 这 个 圆 变 得 很 大 时 ,(P, 一 
P3?) 的 有 限 个 部 分 实际 上 与 它 的 圆心 重合 。 现在 , 过 圆心 的 = 条 
不 同 的 直线 与 圆周 交 于 27 个 点 并 把 圆周 分 割 为 2 部分， 所 以 ， 


Pe = 2n. 
Pps—1—n +t. 


例如 ,对 例 15 的 答案 是 
1 一 4 十 6 一 3. 

17. 与 例 18 相同 ,照例 16 的 解法 类 推 . 

18. 与 例 19 相同 . 

19. 参看 例 20 和 30. 

20. 我 们 考察 在 平面 上 的 个 贺 ， 其 中 任何 两 个 以 一 般 方式 
相交 ,鉴于 例 17, 例 18 及 例 19, 这 些 贺 分 割 平面 的 份 数 为 55. 类 
似 于 § 16, 注意 , 一 个 圆 被 x 个 与 它 相交 的 圆 分 割 时 (假定 分 割 的 
方式 是 一 般 的 ) 分 割 的 份 数 等 于 2>。 观察 (并 考虑 53 的 所 有 三 种 
解释 ) 

n=l1,2,3,4, 2n=—=2,4,6;,8; 57—2,4,8,14, 
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猜想 :5741 一 53 十 22， 验 证 : 按照 例 11, 12, 例如， 
S 一 5S 二 8 一 14 十 8 一 223 
这 就 是 例 17，18，19 的 解答 .更 进一步 的 猜想 : 
fn n 
s; ~2(")+ 2(7), 
n EL n Ld 
5.—s:——(")+(")-(:)+(’). 
21， 参看 例 22 ~30. 
22. 不 成 立 : 因为 F 一 1,V 一 EE 一 0, 故 1+0 关 0 十 2。 
23， 不成立: 因为 下 一 2, 了 一 0, BE 一 1， 
故 2+0 关 1 二 2. 
24， 不 成 立 : 因为 了 一 3,， 了 一 0,， 忆 一 2， 
故 3 二 0 尖 2 十 2. 
25. 成 立 ”因为 F 一 3, 了 一 2,，E 一 3， 
故 3 十 2 二 3 十 2. 
26. 不 成 立 : 因为 F=p+1,V 一 0,E=p， 
故 (pp 十 1) 二 0p 十 2; 
对 于 p 一 0, 1, 2 的 情形 分 别 见 例 22, 23, 24. 注意 到 ,在 现在 的 
情形 下 例 2(1) 的 解答 不 适用 . 
27. 在 m 一 3, p 一 0 的 情况 下 是 成 立 的 , 参看 例 25, 从 而 
在 m 之 3 的 更 一 般 的 情形 下 : F=m,V=2,E~m,m 十 2 二 
m 十 2, 在 m 一 0, p 一 0 的 情形 下 是 不 成 立 的 , 参看 例 22. 剩 
下 的 两 种 情形 能 够 说 明 它们 是 成 立 的 因为, (1) m 一 1,p 一 0: 
一 个 地 区 由 于 一 个 内 部 的 关卡 它 有 两 个 端点 ,，F 一 1, V 一 2， 
妃 一 1，1 十 2 一 1 十 2.(2) 关 一 2, 妨 一 0: 两 个 地 区 被 两 段 弧 
和 两 个 拐角 分 隔 ，F 一 2, 上 一 2, EB 一 2, 2 十 2 一 2 十 2. 更 
明显 地 说 明 不 成 立 的 情形 ,已 在 例 23 给 出 了 。 现在 , 利用 这 里 的 
说 明 , 例 1 (2) 的 解答 对 于 m > 0,，p 一 0 的 情形 也 是 适用 的 . 
28- m 之 3, p 之 1。 证 明 用 到 的 事实 是 , 任何 凸 多 面体 , 其 
任何 一 面 至 少 由 三 条 核 围绕 且 在 任 一 顶点 至 少 有 三 条 楼 相交 . 
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29. 例 22 一 28 提出 了 两 个 条 件 : 

(1) 在 中 把 每 一 个 区 域 当 作 一 个 凸 多 面体 的 一 个 面 来 考虑 ， 
它 应 当 是 一 个 “ 贺 形 区 域 的 形式 ”, 一 个 整体 的 球 既 不 是 这 种 形式 ， 
也 不 是 那 种 环 状 形式 . 

(2) 在 互 中 把 一 条 线 当 作 一 个 凸 多 面体 的 边 来 考虑 ， 它 应 当 
终止 于 一 个 角 顶 , 一 个 整 圆周 , 不 是 如 此 终止 ( 它 根本 不 会 终止 )。 
例 22 不 满足 (1), 例 23 不 满足 (2), 例 24 不 满足 (1) 或 (2), 例 
25 以 及 更 一 般 在 六 > 0, p 一 0 的 情形 下 , 如 果 像 在 例 27 解答 
中 所 解释 的 那样 , 则 既 满足 (1) 也 满足 (2). 

30. (1) 参看 例 26 在 2 (1) 中 取 (3, 2) 的 情形 , 去 掉 在 两 条 
纬 线 之 间 的 弧 : FF 一 7,V 一 8, 一 12, 7 十 8 关 12 二 2, 这 
些 地 区 都 有 一 个 球 带 ,所 以 和 条 件 (1) 冲 突 ,但 不 是 和 例 29 的 条 件 
(2) 冲突 ， 

(2) 下 一 1P 了 一 1 已 一 0( 从 整个 球 上 去 掉 北 极点 ); 正 确 ， 
1 十 1 一 0 十 2， 与 例 29(1) 或 (2) 不 冲突 ， 等 等 

32. 3F; 十 4F4 十 5F, 十 … 一 3 十 474 十 5 十 … 

一 2E. 

33. 它们 分 别 为 : 4m, 12x, 8x, 36x, 20x。 

34，Ya 一 wF; 十 2rF,+ 3rFs+ + 

35. 由 例 34, 32 和 31 可 得 

Za 一 3(n 一 2)F。 一 2r(E — F). 
36. 一 个 凸 的 球面 ” 边 多 角形 可 被 分 割 为 = 一 2 个 球面 三 角 


形 。 因此 ， 
4 一 由 十 迪 十 .… 十 mm 一 (2 一 2)x 
一 ?zx (ro)— (em)— (<— a) 
ra —a=2r—P'. 


37， 通 过 多 边 形 的 一 个 顶点 的 各 个 面 围 成 一 个 内 立体 角 ， 笛 
卡 儿 把 它 的 补 角 称 为 外 立体 角 . 以 这 个 点 为 中 心 ,以 1 为 半径 作 一 
个 球 。 只 保留 该 球 位 于 外 立体 角 的 部 分 , 在 多 和 角 边 形 的 各 个 顶点 
用 这 样 的 方式 得 到 的 相应 的 球 的 部 分 ， 把 它们 通过 移动 拼合 在 一 
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起 ,就 成 为 一 个 整 球 , 这 种 情形 如 同 在 类 似 的 平面 图 形 中 (图 3.7) 
的 扇形 可 通过 移动 合成 一 个 整 圆 那 祥 .我 们 把 对 应 球面 多 角形 的 
面积 作为 立体 角 的 量度 ,多 边 形 的 所 有 外 立体 角 量度 的 总 和 ,事实 
上 是 dx, 
38. 假定 P,, P;,*…, Py 表示 球面 多 角形 的 周 长 , 它 分 别 对 应 
着 多 边 形 的 了 个 内 立体 角 , 则 根据 例 36 和 37 可 得 
Za 一 已 十 已 十 … 十 Pr 
一 2 一 4 十 2x 一 4 十 -… 十 2 一 尹 
一 2r7 一 4r.。 
39， 根据 例 35 和 38 可 得 
2x(E — F)= Sa= 2rx(V — 2). 
40. 根据 例 31 和 32 可 得 
3F 一 3F: 十 3F4 十 3F; 十 …。 
3F) 十 4F, 十 5F; 十 .…。 
= 2E, 
这 样 就 得 出 了 所 提出 的 六 个 不 等 式 中 的 第 一 个 . 当下 一 F, 时 ,也 
就 是 说 其 所 有 的 面 都 是 三 角形 时 ,上 式 才 取 等 号 ,从 欧 拉 定理 和 我 
们 上 述 证 明 过 的 不 等 式 中 先 消去 E 然后 再 消去 F, 我 们 就 得 到 了 
第 一 行 中 剩 下 的 两 个 不 等 式 ; 当 且 仅 当 它 们 的 所 有 的 面 都 是 三 角 
形 时 ， 这 两 个 式 子 才 取 等 号 。 按照 例 3 和 4 所 述 ， 交 换 忆 和 
我 们 就 得 到 了 第 2 行 的 三 个 不 等 式 ; 当 且 仅 当 多 面体 的 所 有 的 顶 
点 都 有 三 边 通过 时 , 这 三 个 式 子 才 取 等 号 。 上 述 的 某 些 不 等 式 可 
以 在 笛 卡 儿 的 笔记 里 找到 证 明 . 
41. 由 欧 拉 定理 可 得 
6F — 2E=12+2(2E— 37), 
再 由 例 31, 32 和 40 可 得 
3P; 十 2PF4 十 F5 一 12 十 2(2E 一 37) 十 FF 十 2Fe 十。… 
3F,+2F,+ Fs 12. 
所 以 任何 呈 多 面体 必然 有 某 些 面 的 边 数 桶 少 于 六 
31 没有 解答 。 
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第 四 章 解 答 

1. R,(25) = 12, 参看 $2; 5; (11) 一 3. 

2. R;(n) 表示 在 平面 上 格 点 的 数目 ， 这 些 格 点 落 在 半径 为 
和 M7、 圆心 在 原点 的 一 个 圆周 上 .( 在 便 芋 中 取 x 一 25 并 作 此 圆 .) 
R, (>) 表示 在 空间 中 格 点 的 数目 ,这 些 格 点 落 在 半径 为 V7 、 球 心 
在 原点 的 球面 上 . 

3. 如 果 z 是 一 个 奇 素数 ,R,(p’) 一 12 或 4 要 取决 于 ? 除 以 
4 后 剩 下 的 余数 是 1 或 3 而 定 . 

4. 把 这 两 个 表 进 行 比较 后 可 看 出 : 如 果 z 是 一 个 奇数 ,那么 
或 者 和 两 者 都 可 表 为 两 个 平方 数 之 和 ,或 者 它们 都 不 可 能 这 
样 表示 。 通 过 我 们 的 观察 可 得 出 一 更 精确 的 猜想 ， 如 果 是 一 个 
奇 素数 ，R: (z) 一 8 或 0 要 取决 于 ? 除 以 4 后 剩 下 的 余数 是 1 或 
3 而 定 ， 

5. 如果 p 一 妇 十 彤 那么 由 此 得 出 

P=x + 2xy + y= (ry) + (2ry). 
也 就 是 说 ,如 果 R,(p) > 0 则 有 Ri(p?) > 0, 要 是 作为 不 太 精确 的 
猜想 这 仅 是 一 半 , 而 作为 更 精确 的 猜想 则 仅 是 一 小 部 分 . 《如 果 我 
们 知道 RP?) > 0, 则 关于 R: (p) 的 结论 就 不 那样 明显 可 以 看 出 
来 了 . ) 尚且 , 看 来 这 样 一 种 局 部 的 证 实 大 大 地 加 强 了 我 们 对 不 太 
精确 猜想 的 信任 而 且 也 稍微 加 强 了 我 们 对 于 更 精确 猜想 的 信任 . 

6. 当 #” 一 7,15,， 23, 28 且 恰 恰 到 30 时 ，R: (p) 一 0; 参看 
本 章 正 文 末 的 表 工 . 

7. 5,《n) 的 值 分 别 是 : (1) 24, (2) 12,(3) 6, (4) 4, (5) 1. 

8. 首先 , 参看 在 例 7 中 区 分 的 几 种 情形 , 如 果 5, (4x) 是 奇 
数 ,那么 情形 (5) 必然 出 现 , 因 此 

4 一 0 十 0 十 az 十 ay 


2 = a 


其 次 , 的 任何 因子 4 必然 对 应 着 因子 二 ,除非 # 一 4， 否则 它 
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们 是 不 同 的 。 因此 x 的 因子 的 数目 是 奇数 还 是 偶数 , 应 根据 “是 
一 个 平方 数 或 不 是 平方 数 而 定 . 且 此 规律 对 于 这 些 因子 的 和 同样 
也 适用 ,因为 当 “ 是 奇数 时 它 的 每 个 因子 也 是 奇数 ， 我 们 在 $6 作 
过 的 猜想 对 S, (4x) 等 于 * 的 各 因子 之 和 ;我 们 现在 已 证 明了 这 样 
两 个 数 除 以 2 时 余数 相等 。 猜想 的 一 部 分 得 到 了 证 明 , 我 们 当然 
会 更 信任 它 . 
9. (1) 24X24 一 8X48 (6) 24X23 一 8X24 
(2) 12X2: 一 8x24 (7) 12x23 一 8SX12 
(3) 6Xx24 一 8X12 (8) 4X23 一 8X4 
(4) 4Xx2 一 8X8 (9) 12X22? 一 8X6 
(5) 1Xx24 一 8X2 (10) 6Xx2: 一 8X3 
(11) 4xX2 一 8X1. 
10. 参看 本 章 正文 末 的 表 I， 至 少 核对 几 个 ， 由 例 9 得 知 ， 
Ri (z) 可 被 8 除 尽 . 
11. 努力 注意 最 低 程度 的 零碎 的 规律 性 (如 同 我 们 在 86 中 所 
作 的 那样 ), 你 可 以 导致 下 面 更 值得 注意 的 分 类 
(1) 23 5 7 11 13 17 19 23 29 
3 4 6 8 12 14 18 20 24 30 
(2) 2 4 8 16 
3 3 3 3 
(3) 4 8 12 16 20 24 28 
3 3 12 3 18 12 24 
在 (1), (2), (3) 的 第 一 行 给 出 », 在 第 二 行 给 出 R, (>) 
12. 在 例 11 的 解答 中 已 完成 : (1) 素数 , (2) 2 的 军 , (3) 能 
被 4 除 尽 的 数 . 
13. 通过 与 $6 类 比 并 结合 适当 的 观察 ， 当 ” 不 能 被 4 除 尽 
时 ,就 能 比较 容易 地 发 现 这 规律 。 因此, 我 们 集中 研究 在 例 11 解 
答 中 的 情况 (3): 
n=4 8 12 16 20 24 28 


pd 2 3 4 5 6 7 
4 


Ww 


Ru(n)/8 一 3 3 12 3 18 12 24 


因此 ， 它 也 是 第 一 行 中 对 应 数 的 某 些 因 子 之 和 ,对 于 这 点 我 们 是 
真正 感 兴趣 的 .通过 这 样 的 观察 导致 了 另 一 个 试验 ; 


n= 4 8 12 16 
RAn)/8 一 1+2 1+2 1+2+3+6 1+2 
也 一 20 24 28 


Rln)/8 = 1+2+5+101+2+3+61+2+7+14. 
哪些 因子 是 加 在 一 起 了 ?哪些 因子 是 省 略 了 ? 
14，R4 (2) 是 把 ”表示 成 为 四 个 平方 数 的 和 ， 它 等 于 ”的 那 
些 不 能 被 4 除 尽 的 因子 和 的 8 倍 ,( 如 果 * 本 身 不 能 被 4 除 尽 , 那 
它 的 因子 也 不 能 被 4 除 尽 , 这 是 较为 常见 的 情况 ,因此 这 规律 也 较 
为 简单 ,) 
15， 相当 杆 表 苹 的 列 : 
31 25+4+1+1 12x16 32 一 31 二 1 
9 十 9 十 9 十 4 4X16 
32 16+16 6X4 3 一 2 十 1 
33 25 十 4 十 4 12x8 48 一 33 二 11 二 3 十 1 
16+16+1 12x8 
16+ 9+4+4 12X16 
16. 5=1+1t+1t+1+1=4+1 


8 
Rl5) 一 (。)2 + 83.7 2 2016 ~ 16x 126 
40 一 25 十 9 十 1 十 1 十 1 十 1 十 1 十 1 
40 一 9 十 9 十 9 十 9 十 1 十 1 十 1 十 1 

8 
$040) 一 8 .7+(，)- 126. 


17. 例 16. 表 王 可 用 一 个 比例 16 更 方便 的 一 种 方法 来 构成 。 
参考 例 6.17 和 6.23. 
18. 在 表 王 范围 内 ，Rs(n) 和 5s (8#) 随 # 的 增加 而 平稳 地 
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增加 ,而 Ri (z) 和 5,(4《2n 一 1)) 无 规律 地 摆动 . 

19. 将 Ri(z) 和 5, (4(2z 一 1)) 进行 类 比 可 得 出 因子 . 容易 
观察 出 一 个 零碎 的 规律 性 如果 # 是 奇数 , 则 RsCn)/16 和 Se(8z) 
恰好 相等 ; 如 果 = 是 偶数 ,它们 是 不 相等 的 ,虽然 这 种 差别 在 大 多 


数 情形 下 是 比较 小 的 ， 
20. 奇数 和 偶数 已 在 例 19 中 研究 过 了 . 2 的 客 : 
n 1 2 4 8 16 
SC8n) 1 8 64 512 4096, 
第 二 行 也 由 2 的 宕 组 成 : 
n es 人 2 23 24 
S(8n) 2» 2 25 2? 22, 
指数 有 什么 规律 ? 


21. 如 果 # 是 2 的 一 个 帘 , 则 SC8z) 一 到， 由 它 ( 以 及 Rn) 
和 56《8n) 平 谓 的 增加 规律 ) 可 导出 下 表 : 


a Rn)/16— m S82) 一 me 
1 0 0 
2 -1 0 
3 1 1 
4 7 0 
5 1 1 
6 一 20 8 
7 1 1 
8 71 0 
9 28 28 
10 一 118 8 
11 1 1 
12 260 64 
13 1 1 
14 一 336 8 
15 153 153 
16 583 0 
17 1 1 
18 一 533 224 
19 1 
20 946 64 


和 


在 与 Re (z) 有 关 的 列 中 ,十 号 和 一 号 是 有 规律 分 布 的 。 


22， 因子 的 立方 ! 
把 R, (7)/156 = Ss (87) 
1 

3 3 十 1 

3 5 十 13 

7 B31 

9 93 十 3 十 1 

1. 113+13 

13 13: 十 1 

15 T53 二 53 二 33 十 二 

17 17: 十 1 

19 19: 二 1 
和 Rn)/16 Ss(87) 
2 2 一 1 
4 各 十 23 一 1 4 
6 [ek 6 十 2 
8 8 十 4 十 2 一 13 8 
10 10* 一 9 十 23 一 1 10: 十 2: 
12 12: 十 63 十 4 一 33 十 2 一 1 123 十 全 
14 143: 一 73 十 23 一 13 14: 十 2 
16 169 十 8 十 和 十 23 一 13 16’ 
18 18—9 +6—3+2— 18* 十 6 十 23 
20 20: 十 103 一 5 十 和 十 23 一 13 20: 十 4 

23. (1)( 一 1)”… Rs《n)/16 等 于 = 的 所 有 奇数 因子 的 立方 和 ， 
小 于 = 的 所 有 偶数 因子 的 立方 和 . 


(2) ss(8n) 等 于 = 的 那些 余 因子 是 奇数 的 因子 的 立方 和 (如 
果 4 是 = 的 一 个 因子 ,那么 称 二 为 4 的 余 因 子 )， 关 于 定理 的 历史 


和 参考 文献 可 参看 例 6.24. 
24. 列表 
0 3 6 9 12 
5 8 11 14 
10 13 


然后 设想 把 表 向 有 和 向 下 无 限 扩大 ， 就 可 以 知道 不 能 用 本 题 要 求 
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的 形式 来 表示 的 正 整数 是 1, 2, 4, 7. 

25. 这 是 例 24 中 a 一 3, 5b 一 5 的 情形 ，a 和 “是 余 素数 . 
最 后 的 整数 不 可 能 表示 为 

a8 一 4a 一 5 一 (o 一 1 一 1) 一 1 

与 平方 和 有 关 的 规律 比较 起 来 ,这 是 最 容易 证 明 的 ， 

26. (1) 一 般 是 正确 的 。(2) 一 般 不 是 正确 的 , 第 一 个 不 正确 
的 情形 是 ”一 341. (参看 G. H. Hardy 和 E. M. Wright, An 
introduction to the theory of numbers, Oxford, 1938,p. 69,72.) 


第 五 章 解 答 
1. [ 普 纳 姆 ，1948.] 
2 过 4 a 
(a) x 十 了 党 二 


ER 全 | 
el 22 十 1】 
(《b) 为 了 验证 该 微分 方程 , 令 
?一 aox 十 ai 十 ax5 十 .十 anxzctl 十 。。。 


为 了 比较 相同 寡 的 系数 ,可 以 列表 如 下 : 


1 x x x | 
yy qo 3a Sa 三 (2n + Da 
一 xy ao 一 3am | -Con=Den | 
一 zy 一 mo 一 o 一 on- … 
| 1 | 0 0 卫 o | 


这 样 就 得 出 ze = 1, 而 当 7 三 1 时 , (22 十 1)as 一 2zaw ie 
2. [参看 普 纳 姆 , 1950.] 
Ca ?一 工 十 ee 


1:3 1.3.5 
rt 
Tm yt 
(《b》 这 个 展开 式 满足 


+ 


区 
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? 与 震级 数 又 满足 同 祥 的 微分 方程 , 而 当 x 一 0 时 ,它们 部 变 为 
零 . 因此 ,它们 是 恒 等 的 . 
3。. 系数 a, 之 间 的 关系 可 由 
1 4axr 16asx? 
I Ch Cy 
一 1 十 ai 十 ax 十 一 用 z) 
得 出 ,这 已 表示 在 下 表 中 ( 见 例 1). 


十 。…。 


1 -1 1 Wr 1 
ta 一 4 .3 4a, .6 一 4a, .10 
16a, —16as*5 16a, - 15 
64ay —64a :7 
256a4 
1 0 全 0 da 
从 它们 得 出 


在 历史 上 这 曾 是 一 个 有 趣 的 例子 ， 参 看 Gauss, Werker，Vol. 3， 
p. 365~369. 


4. 研究 下 列 阵列 的 排列 (参看 例 1, 3): 


ad 3aad 3a2ad 3asad 3aad 
fx» 3aiao 6aaaido 6asaiao 
a} 3a2ao 
3aza? 
3a3 3aa0 3aaao 3aaao 3a4ao 
31Cx)f(x) | 3aoa 3aaai 3Bazas 
《 3aoaa 
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21(Cx3) 2a0 Za, 


6a 6a; 6as 6a, 6as 
由 a 一 1 开始 , 我 们 递 推 地 得 到 4a,, 42, 43， 和 as 一 8， 参看 
G. Polya, Zeitschrift fur Kristallographie, Vol. (A) 93 (1936), Pp: 
415~443, 和 Acta Mathematica, Vol. 68(1937),p. 145~252. 
5 通过 与 $1 中 的 展开 式 比 较 可 得 出 . 


B2 
6, (a) 等 
(b) 十 oo. 
在 这 两 种 极端 的 情形 下 误差 是 正 的 ,近似 值 大 于 真 值 ， 
852 
7. (a) 15° 
1 
(b) 3 
在 这 两 种 极端 的 情形 下 ,近似 值 大 于 真 值 . 


4x(a? 十 了 十? 


有 某 些 理由 认为 这 样 近似 得 出 的 值 超过 了 真 值 ， 参 看 G. Pélya, 
Publicaciones del Instituto di Matematica, Rosario, Vol. 5 (1943). 

9。 把 积分 变 到 级 数 ， 用 二 项 式 展开 式 以 及 例 2.42 的 积分 公 
式 . 即 得 出 


1 13..2r—l1 ez 
P=?2xa|ll—— 一 一 … - 
-| 人 2n ;| 
3 7 4 和 一 1 e” 
已 一 2ra|1l1 一 》 二 一 
“| 总 和 4n ij| 
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于 是 当 ” 达 2 时 ，8 > go， 而 当 8>0 时 ， 


i 


下 一 P 一 ?za > (gigs -ms>" 
11.P” 的 相对 误差 的 首 项 是 
—[a + 3(1 —a)le'/64 + .*…*, 
除 = 一 二 外 它 是 4 阶 的 ,而 P” 一 P+(P 一 P)/2. 
3.2-4s8 十 .… ( 当 e 比较 小 时 )， 
(3z= 一 8)/8 一 0.1781 ( 当 se 一 1 时 )， 


0.00019( 当 8 一 地 时 ); 


因此 猜想 P > E, 参看 G. Peano, Applicazioni geometriche de!l 
calcolo tnfinitesimale, p. 231~ 236, 


13. e? 一 lm 4 十 2£). 
da n 


因此 待 证 的 结果 等 价 于 


12. (P"—E)/E 一 


n(at a, 2))" 
lm ap p (2 (nt a J 
相反 ,就 会 有 Cy 
na antp 
(十 ho < 
对 于 ”> NW《N 是 因 定 的 数 ), 又 可 写 为 
n+p i A N 
ntp zn nn 二 pp 
取 数 值 x = 《m 一 1)z: 


a rm a 

mp Dp 
mp (m—1)p mp 

A(m-p Um—Dp a 


lp map ip 


如 同 在 5 那样 我 们 可 以 得 出 结论 ， 且 有 一 个 相 适 应 的 常数 C ,使 


< 一 (+ 工 十 二， 
m 2 m 
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这 样 当 m 一 co 时 ,就 会 得 和 假定 a。 > 0 相 矛 盾 的 结果 。 
14- 对 $4 的 例子 a, 一 对， 假定 


a=1, 
an — nlog 当 ”一 2,3,4,……… 时 。 

那么 

区 十 sy 二 人 logn + log(l+ 2 

an nlogn 
v a 
te Cnt plognt1+ (e+ p+ 
nlogn 

-人 +? 二} 一， 

因为 os。 一 0. 


15. 问题 中 的 尾数 是 缓慢 上 升 曲 线 y 一 logx 一 2 的 900 个 纵 
坐标 ,它们 对 应 于 横 坐 标 * 一 100,101,*…,999; 在 这 里 log 是 常用 
对 数 . 表 II 指出 了 在 曲线 上 的 900 个 点 中 有 多 少 落 在 各 各 宽度 为 
下 的 水 平 这 条 内 . 让 我 们 考虑 曲线 进入 和 离开 上 述 罕 条 的 点 . 如 


果 x*。 是 上 述 点 的 横 坐 标 


logx。 一 2 一 了 
10 


zs = 100 + 10"m， 

其 中 4 二 0, 1, 2,*…, 10 在 每 一 个 区 间 内 整数 的 数目 近似 地 等 于 
这 个 区 间 的 长 度 , 误差 小 于 1. 因此 ,在 问题 中 第 一 位 数 是 ”的 尾 
数 的 数目 是 xs+k 一 x+。。 其 误差 小 于 1 。 于 是 ,zon 一 x, 一 100 
(10 间 一 1)10 吉 是 一 个 公 比 为 105=1.25893 的 几何 级 数 的 第 ” 项。 
用 常用 的 六 位 对 数 表 来 预测 和 观察 类 似 的 现象 。 

16. 周期 的 重复 可 以 看 作 (而 且 应 当 看 作 ) 一 种 对 称 性 ; 但 是 
它 是 在 所 有 的 情形 中 出 现 的 , 因此 我 们 将 不 再 提 及 它 。 下 列 的 对 
你 性 在 我 们 的 分 类 法 中 起 着 重要 作用 . 

《1) 对 称 中心 。 记 作 c, ec'。 
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《2) 对 称 线 .如 果 线 是 水 平 的 ,那么 记 作 ,如 果 线 是 垂直 的 ， 
那么 记 作 ”或 v. 
(3) 下 滑 对 称 . 把 饰 带 水 平移 动 并 同时 对 中 心 水 平 线 作 反射 
就 会 与 它 自己 重合 在 饰 带 5,7,9,6 中 . 记 作 g. 
下 列 的 对 称 类 型 是 表示 在 图 5.2 中 的 ( 当 同 一 对 称 类 型 的 两 个 
图 形 元 素 有 重大 差别 时 我 们 用 c 和 <” 或 者 vz 和 "” 加 以 区 别 )。 
1，d: 不 对 称 (除去 周期 性 》 
2, B: eyesceses"* 
3, f: v, vv, v', 
e:h 
0 
G6, c: h; (v, c), vse'), Cv, c), (cv。 
7，b: g; yy cs Vs Cs" 
所 有 可 能 的 对 称 类 型 都 表示 在 图 5.2 中 ， 你 也 可 以 自己 归纳 
出 来 . 
17. 这 里 有 三 种 不 同 的 对 称 类 型 , 1 和 2 是 一 类 , 3 和 4 是 一 
类 .设法 找 出 全 部 类 型 来 ， 参看 G. Polya,，Zeitschrift fr Kristal. 
lographie, Vol. 60, (1924), p. 278~282, P. Niggli, ibid., p. 
283~298, 和 H. Weyl, Symmetry, Princeton, 1952, 
18， 不顾 其 他 细节 ， 只 考虑 印刷 的 样式 ， 则 (1) 对 称 于 铅 直 
线 ,(2) 对 称 于 水 平 线 ,(3) 对 称 于 中 心 ,(4) 同 时 具有 上 述 三 种 对 称 
性 ,(5) 不 对 称 . 在 直角 坐标 系 中 这 五 个 方程 所 表示 的 曲线 有 上 述 
相同 的 性 质 . 把 此 问题 的 某 些 思想 用 于 解析 几何 中 的 分 类 , 可 以 
使 后 者 更 形象 活泼. 


第 六 章 解 答 
2. x(1 一 z)”” 如 果 取 xz) 一 《1 一 z) 一 ， 则 它 是 例 3 的 特 
殊 情 形 ; 亦 可 通过 组 合 例 4 和 例 5 得 出 


3. xf(z) 一 全 nar", 
a=0 
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4. xj(z) 一 2 am-ixz 


5. (1— x)-!f(x) 一 > (oo 十 和 十 … 十 ar)x"; 它 是 例 
6 的 特殊 情形 . 


6. f(x) g(x) 一 了 (aobe 十 abs te + anbo) x". 


7. D; 一 1,D, 一 2,D; 一 5, Ds 二 14. 关于 Ds 参看 图 6.1; 
有 三 种 类 型 的 分 法 .型 I 的 分 法 有 2 种 ,型 工 有 6 种 ,型 三 有 6 
种 . 

8.， 对 n = 6, 递 推 公式 验 明 成 立 : 

14=1X5+1X2+2X1+5Xx1. 

取 多 边 形 某 边 ( 如 图 6.2 之 水 平 边 ) 为 底 , 以 此 为 三 角形 的 一 边 ,再 
作 三 角形 的 另 二 边 ,来 开始 分 割 多 边 形 . 取 定 三 角形 后 ,还 得 分 割 
左边 的 天 边 形 和 右边 的 > 十 1 一 天 边 形 ， 这 两 个 多 边 形 合计 有 
DxkDsts-x 种 分 法 . 取 开 一 2,3,4… 2 一 1; 但 对 天 一 2 的 
情形 当然 训 作 合理 的 解释 . 

9. 由 例 4 和 例 6 , 自 D, 的 递 推 公式 ,可 知 

xzg(r) = Dar’ + [g(x) 1 

取 这 二 次 方程 的 一 解 


id ee 5 各 
go 一 (E)1 (1 — 4x)#], 
展开 之 (其 第 一 项 为 ”> 项 ), 并 用 二 项 式 系数 记号 ,得 


1 
D。 | 2 je 人 
10. 更 好 一 些 。 因 为 
冤 


W=—m 了 = 一 上 


其 中 4,v,w 各 自 独 立 好 取 遍 所 有 的 整数 (从 一 co 到 十 co)， 从 而 


ST 


三 重 和 是 对 整个 空间 的 点 阵 求 和 ( 见 例 4.2).。 你 只 要 把 那些 指数 
tr 十 十 w? 有 相同 值 » 的 项 集中 起 来 , 就 可 以 知道 这 是 Rs(m) 
的 母 函数 了 . 


* 
11. Dy Ri Cn) x" 一 凡 ne| 。 


I bp SCn)x” mm 区 -| 


13. 假定 1, J, 及 ,上 .是 给 定 的 系数 全 为 整数 的 震级 数 . 那么 
Ri(z)，Rxz)，R(z)，Ra(z) 的 母 水 数 的 形式 分 别 为 

i121s 
(1+277=1+4], 
(1+417=1+8K, 
(1+8K)=1+16L, 

14. x 十 * 十 x 十 x9 十 x 十 ……。 

一 x(1 十 za 十 妈 十 xz 十 za 十 …) 一 zxP. 
其 中 了 表示 一 者 级 数 , 当 2 不 能 被 8 除 尽 时 , x" 的 系数 变 为 零 . 
Si(z)， Si(z) ， StCz)， Sa(z) 
的 母 函 数 分 别 是 
xP, 人 zpPt, J, 
15。 由 例 6 和 例 11, 有 
GH! ~ GtG!, 

其 中 G 代 表 R,(n) 的 母 函数 . 

16。 类似 于 例 15 的 解法 ,可 由 例 6 和 例 12 得 出 . 

17. 利用 例 15 和 例 16 并 取 二 1 一 4， 实际 的 计算 可 用 该 
方法 进行 , 有 时 要 用 其 它 一 些 方法 进行 检验 , 如 同 例 4.16 和 例 23 
所 作 的 那样 . 

18。(1) 由 例 14 与 例 16 得 出 

S4(4) Sl8n 一 4) + S12) S82 一 12) 士 -… 
十 S87 — 4)5,(4) = Ss(8n). 
如 果 x 是 奇数 , 它 可 由 $4.6 中 S544 (22 一 1)) 二 oa (2n 一 1) 和 例 
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* 


4.23 中 Sa(8x) 一 czx) 猜测 出 来 . 
(2) ol1)o(9)+oC3)o(7) -40o5)oC5) 4+o(7)o(3)+o(9)0(1) 
一 2(1X13 二 4X8) 十 6X6 
一 126 一 5 十 1 一 os(5). 
(3) 看 来 在 某 种 程度 上 这 样 的 证 明 适 当地 增加 了 我 们 对 两 个 
猜想 的 信心 . 
19。 对 于 w= 1,3,5,.…， 


DE 


Pt 
是 对 满足 不 等 式 
0<kCKR+I)<u 
的 所 有 非 负 整 数 4 求 和 . 
20. ol3) 一 4c(1) 

20(5) = 30(3) 

30(7) = 20(5) + 120(1) 

40(9) = ol7) + 110C3). 
最 后 一 个 式 子 是 正确 的 ,因为 

4X13=8+11X4. 

21， 对 于 5,《(4(2n 一 1)), 这 个 递 推 公式 已 在 例 19 中 证 明了 ， 
如 果 S,(4) 是 已 知 的 话 ,那么 这 个 递 推 公式 就 表示 一 组 确定 
5,《4 (2n 一 1)) 的 无 穷 多 个 关系 式 ， 现 在 ,我 们 知道 

S4(4) 一 CI) 一 1 
如 果 o (2n 一 1) 满足 与 % (4(2n 一 1)) 相同 的 一 组 递 推 关系 式 
的 话 (n == 1，2,3,-… -), 则 
S(4(22 — 1)) = ol2n — 1), 
因为 等 价 关系 是 显然 的 。 反之 ， 若 最 后 的 等 式 成 立 ，o(2x 一 1) 
将 满足 那些 递 推 关系 式 . 


22。 假定 
G 一 ae 十 az 十 ax 十 amp 十- 


H=ut urt wr wr t+ :*.*s 
Gt=H, 


sse 


由 例 19 得 出 
Gxr — kxG'H = 0. 
令 x" 的 系数 等 于 0: 


> [zn — (K+ 1)m] anus_m = 0. 


m=0 
并 认为 nm， az … 是 已 知 的 ， 假 如 oo 关 0, 利用 上 一 方程 式 你 
可 以 用 ws-1， ws-2，*…* ts wo 来 表示 ws. 并 注意 到 wo 一 中. 
23. 上 一 8 的 情形 ,应 用 例 22 到 
GC 一 1 十 2r 十 2xz 十 2xz9? 十 2xz6 十 …，9 
按 例 11 例 22 的 结果 给 出 
nRe(n) 一 2(9 — 1) Ran — 1) + 2(36— 1) Ren — 4) 
+ 2(81—n) Ran 一 9) 十 …'， 
令 Ren)/16 一 +。 于 是 ro 一 1/16, 而 且 我 们 可 相继 地 从 
ri= l6ro 
2r; = 14rs 
3r3 = 12r, 
4r4 = 10r 十 64ro 
5rs 一 8r4 十 627: 
6rs = 6rz 十 60r: 
7ry 一 4re 十 58r3 
8rs = 277 十 56r4 
9rs 一 54rs 十 144ro 
10ro 一 一 2r9 十 52re 十 142ri 
求 出 ri， ra 7s，"…* ra， 使 用 这 些 公式 进行 数字 计算 时 ， 我 们 有 
一 种 重要 的 检验 方法 : 求 rs 的 方程 的 右边 必须 能 被 x 除 
尽 . 
同样 的 方法 可 以 得 出 关于 RA(z) 的 递 推 公式 ,其 中 为 不 小 
于 2 的 任意 给 定 的 正 整数 ,对 于 St(”) 也 有 类 似 的 结果 . 
25. 称 :为 无 穷 乘积 , 计算 一 xdlogs/dx 并 且 利用 欧 拉 文 章 
中 的 $10, 可 得 
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Dnarx” . 
KE oD ~ Ee; 


三 个 求 和 式 的 求 和 范围 都 是 从 1 到 co。 两 端 同 乘 右 端 的 分 母 , 合 
并 同类 项 , 研究 x” 的 系数 . 

鸣 拉 的 情形 是 一 1， 对 于 《一 3 也 得 出 一 个 比较 简单 的 
结果 (参看 Hardy 和 Wright 的 著作 ,引证 在 例 2.4，p. 282 和 p. 
283 的 定理 353 和 357). 对 于 别 的 情形 , 关于 a 的 规律 , 我 们 尚 
知道 得 不 多 . 

1 和 24 没有 解答 . 


第 七 章 解 答 


1. [斯坦福 ，1950] 
1 一 4+9 一 16 十 十 (一 Dr 一 (一 Dr 十 也 2 二 


从 到 十 1 的 步 允 需 证 
(一 Dr + 17= (~—1)"(*+ De 十 也 一 (一 D 4 D 


2. 为 了 证 明 


(+ 人 ) 
-分 别 应 用 例 3.11 ,与 P。 表达 式 相 结 合 的 例 3.12, 以 及 例 3.20, 尔 后 ， 
假设 上 面 的 表达 式 存在 , 需 证 


ee 
sm—5,—(") 


+ 
ey 
人 
Ves 
+ 
i 
DW a 
se— 
> 
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Son ee Ss mt: 2(") 
这 三 个 不 等 式 来 自 著 名 的 关系 式 ( 即 巴 斯 卡 三 角 基 本 关系 式 ) 
任 昌 下 作 克 二 的 
3. 《怎样 解 题 ?》，p. 103 一 111. 
1 3 这 和 多 
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,7+1 
4” 3 6 8”5 10 ”2a° 
从 # 到 7 十 1 的 步 又 需 证 
证 
(n+1)7 2n 十 272 十 1 
参看 例 2.23. 
并 
”357 
从 ”到 ”十 1 的 步骤 需 证 
人 4 二 22 十 322 一 工 
(2z 十 1) 


2z 二 12z+1" 
参看 例 2.31. 
6. 事实 上 ,一 般 情形 等 价 于 取 极 限 情形 


* 2 
1—x 


4x4 8xs A 
TT I+ T+ T+ 
据 此 ,所 提出 的 特殊 情形 推导 如 下 : 以 x** 代 x 并 用 16 去 乘 , 即 得 
16x = 6x 3227 A 
1 一 xz* 1 十 下 1 工 十 二 ” 
然后 自 原 式 减 之 。 若 令 2 一 m， 则 从 # 到 十 1 的 步骤 需 有 
MX 2mx’”™ 二” 
1+x” 人 
7. 为 了 证 明 


1 十 3 十 5 十 7 士 … 十 (2 一 1) 一 
从 ”到 ”十 工 的 步骤 需 证 
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2z 十 1 一 (z 士 了) 一 及 
8， 表 中 第 四 行 的 第 > 项 为 
《1 十 2) 十 (4 十 5) 十 …- 十 (3 一 5 十 3z 一 4) 十 32 一 2 
一 3 十 9 十 … 十 [6(a 一 1) 一 3] 十 3x 一 2 


6 3D +n—2 


一 322 一 372 十 1 

实际 上 ,从 = 一 工 到 =” 的 步骤 需 有 
人 妇 一 (2 一 1)3 一 3 一 3n 十 1. 

9， 依照 2?,， 下 和 ,有关 a* 的 推广 是 明显 的 ，zw 的 简单 情 
形 自古 以 来 就 为 人 所 知 ; 最 近 , 莫 斯 纳 (Alfred Moessner) 用 经 验 归 
纳 法 发 现 了 其 余 的 各 种 情形 , 而 波 朗 《Oskar Pezron》 用 数学 归纳 
法 证 明了 它们 . 请 见 Siisungsberichte der Bayerischen Akademie der 
Wissenschaften, Math. -naturwissenschaftliche Klasse, 1951, p. 29~ 
43, 

10， 对 《一 I， 定 理化 简 为 明显 的 恒等式 

1 一 2 一 一 (2 一 1)。 

从 到 十 1 的 步骤 需 证 


n nl n—1 
Cm 十 全 TD 人 十 讨 = (=D ( k ) 
此 即 巴 斯 卡 三 角 基本 关系 式 ,于 例 2 中 已 见 到 过 . 
11.， [斯 坦 福 , 1946.] 令 把 2 个 选手 配 成 对 , 所 要 求 的 数目 
为 P,。。 那么 第 # 个 选手 可 以 与 其 他 2 一 1 个 选手 中 的 任何 一 个 
比赛 ,一 旦 他 选 定 一 个 对 手 之 后 ,还 剩 
22—2—2(n— 1) 
个 选手 ,这 些 选手 又 可 以 用 Ps- 种 方法 配 成 对 。 因 此 
P, = (2n 一 1)P,. 
12， 命 所 要 证 明 的 与 1,《(x) 有 关 的 命题 为 4,。 我 们 将 用 证 明 
4, 米 代替 证 明 4， 
4;， f(x) 是 一 商 式 ,其 分 母 为 《1 一 *)"H， 分 于 为 常数 项 是 
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0 而 其 他 系数 是 正 整数 的 = 次 多 项 式 . 

显然 4; 包括 的 内 容 要 比 4。 多 ;把 4。 中 超出 4。 的 论点 用 加 
重点 强调 标示 出 来 .现在 假设 4 设 

(1 — x)",(x) = P(x) = qr tt qr + + enr", 
这 里 所 假定 的 a, a;，*…*, a, 都 是 正 整数 .由 递 推 定义 ,导出 递 推 
公式 
PanC*x) 一 x[(]1 一 zx7PoCxz) + (n+ 1)P,(x)], 

同时 说 明 PsiCx) 中 rz x，-…, x” 和 zx" 的 系数 分 别 为 a1， 
Nai 十 2az，(n 一 1)e: 十 3ai，.…… ，2an-: 十 nan，4s， 这 就 使 得 断 
言 是 明显 的 . 

13. (1) Pu(x) 的 所 有 系数 之 和 为 n!, 事实 上 , 此 和 应 等 于 
P,《1), 而 由 递 推 公式 可 得 

Panl1) = (n+ 1)P,(1). 
(2) P,(x)/x 为 一 倒数 多 项 式 , 或 者 
Pa(1/x)x"t! 一 P(x). 

事实 上 , 假设 wu 一 os， aa 一 41-1，*…*; 关于 Pst《*) 系数 的 对 应 
关系 可 由 例 12 解 的 最 后 所 给 的 表达 式 推 出 . 

16. 0 一 1， 0 一 3， 0~45, 0,= 4725, 

Q/Q1 = 3, Q3/0; = 15, 2/ 90; = 105, 
这 便 提示 
Qs 1°3°715"72.. .28 一 3)(2n — 1):. 


事实 上 ,由 定义 可 得 
Qo ~ QnQon 20)1(2n 十 1)1 
OY “00 Cnt2) 


[1.3.5...(27— 1)](2n + 1), 
因此 ,你 用 从 7 一 1 到 十 1 的 推断 可 证 一 般 规律 .显然 
QL 1-2.3.4-5 .6…(22 一 1)27 
zz12” 2. 4- 6... +27 
17. 我 们 把 从 3 到 4 的 推理 过 程 一 直 延 续 到 从 # 到 +1， 
但 有 一 种 例外 : 因为 从 1 到 2 必须 成 立 , 所 以 它 失 败 ， 
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18. 从 ”一 3 到 = 十 1 一 4: 我 们 考虑 四 条 直线 <,， 2 < 和 
2. 首先 研究 这 样 一 种 情况 , 这 四 条 直线 中 有 两 条 不 同 的 直线 , 例 
如 5 和 “<. 那么 5 与 < 的 交点 是 唯一 确定 的 , 并 且 还 必 在 a 上 ( 因 
为 假设 命题 对 ” = 3 成 立 ), 同 时 也 在 4 上 (根据 同样 理由 ). 因 而 ， 
命题 对 7 十 1 二 4 成 立 . 然而 , 若 这 四 条 已 知 直线 中 没有 两 条 是 
不 同 的 , 则 命题 是 显然 的 ， 但 因为 从 2 推 到 3 必须 成 立 , 所 以 这 个 
推理 过 程 失 败 . 

14，15 没有 解答 . 


第 八 章 解 答 


1. (1) 直线 , (2) 垂 线 , (3) 公 垂 线 ,(4) 两 段 通过 已 知 点 和 
圆心 的 直线 ( 欧 几 里 德 TIL7，8 )，(5) 一 段 通过 贺 心 的 垂 线 ， 无 最 
大 距离 , (6) 两 段 连接 圆心 的 直线 ,始终 排除 了 最 小 距离 为 0 的 情 
形 ,因为 这 很 明显 ,虽然 它 可 能 很 重要 . 

2. (1) 直线 , (2) 垂 线 , (3) 公 垂 线 , (4) 垂 线 , (5) 公 垂 线 ， 
(6) 参见 $44， 《7) 两 段 连 接 已 知 点 和 圆心 的 直线 , (8) 一 段 通过 贺 
心 的 垂 线 ， 无 最 大 距离 ,(9) 一 段 通过 圆心 的 垂 线 ， 无 最 大 距离 ， 
(10) 两 段 连接 圆心 的 直线 .已 排除 了 最 小 距离 为 0 的 情形 . 

3. 《1) 同心 如 ,2) 平行 线 , (3) 同心 圆 . 

4. 《1) 同心 球 , (2) 平行 平面 , (3) 共 轴 圆柱 , (4) 同心 球 . 

5. (2) 参见 $3. 余 者 类 似 . 

6. (6) 恰 有 一 圆柱 ,此 圆柱 以 第 一 条 已 知 直 线 为 轴 , 以 第 二 条 
已 知 直 线 为 切线 。 切 点 为 最 短 距 离 之 一 端点 ， 余 者 类 似 ， 

7. 令 一 已 知 边 为 底 ， 把 底 保持 在 一 个 固定 位 置 上 ,再 让 另 一 
边 围绕 它 的 一 个 固定 端点 转动 ,并 称 这 另 一 端点 为 X,X 所 描绘 之 
路 径 为 一 圆 , 等 高 线 尼 平行 于 底 , 因 此 具有 最 大 面积 之 三 角形 为 一 
直角 三 角形 (这 是 显然 的 ). 

8. 令 一 已 知 边 为 底 , 将 其 保持 在 一 个 固定 位 置 上 , 称 其 所 对 
之 顶点 为 X, 并 让 X 变 化 。X 所 措 绘 之 路 径 为 一 椭圆 ,等 高 线 篆 平 
行 于 底 , 具 有 最 大 面积 的 三 角形 是 等 腰 的 . 
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9， 等 高 线 为 x 十 ?一 常数 的 直线 ,所 描绘 的 路 径 是 具有 方程 
*y 二 4 的 等 轴 双 曲线 (的 一 支 ). 其 中 4 是 已 知 面积 .根据 对 称 
性 ,显然 与 直线 * 一 》 有 一 切 点 . 

10， 券 虑 扩充 以 已 知 点 为 心 的 多 个 同心 圆 。 可 直观 地 看 出 ， 
存在 遇 到 已 知 直线 的 头 一 个 圆 ;其 半径 为 最 短 距离 。 当然 这 是 例 
1 (2) 和 (4) 中 的 那些 情形 . 

11， 根 据 由 等 高 线 的 一 边 通 到 另 一 边 穿 过 等 高 线 的 方法 ，# 
在 一 边 上 的 取 值 比 在 交叉 点 处 高 ， 在 另 一 边 上 取 值 比 在 交叉 点 处 
低 . 

12， 可 以 ,但 不 一 定 ， 最 高 点 可 能 是 山顶 P( 你 可 能 想 要 上 去 
看 看 风景 )， 或 是 路 口 S ( 当 你 从 一 个 峡谷 到 另 一 个 峡谷 徒步 旅行 
时 可 能 穿 过 它 ) ,或 是 路 途 的 起 点 ,或 是 路 途 的 终点 ,或 是 路 途 的 拐 
角 点 . 

13. (1) 180” 的 等 高 线 是 线段 4B，0” 的 等 高 线 是 除 线段 
AB 外 的 直线 4B， 其 它 任 何等 高 线 都 是 由 以 4 和 8 为 端点 的 两 
段 贺 弧 组 成 ,并 且 每 个 都 是 与 通过 4 和 8B 的 直线 相对 称 . (2) 若 两 
条 等 高 线 不 同 , 则 一 条 位 于 另 一 条 的 内 侧 ; 一 4XB 在 里 边 的 等 高 
线 取 较 高 的 值 , 在 外 边 的 等 高 线 取 较 低 的 值 , 辅 以 适当 的 解释 ,这 
种 情形 对 0° 也 适用 . 

14. 最 小 值 在 直线 i 与 通过 4 和 B 的 直线 即 一 条 等 高 线 的 交 
点 上 达到 .这 与 例 11 中 所 制定 的 原则 并 不 矛盾 ; <4XB 在 这 条 
特殊 的 等 高 线 两 侧 取 值 要 比 在 其 上 取 值 高 . 

15， 符 号 同 86. 暂 且 保持 常数 “ 不 变 . 然后 ,由 于 VV 一 apc/3 
已 知 ,所 以 ab 为 常数 , 因此 , 当 具 有 已 知 面积 a6 的 矩形 周 长 2 (a 
十 5) 最 小 时 ， 


$=2a + 2(¢ + b)e 
始 为 最 小 . 而 当 a = 5 时 ,就 会 发 生 这 种 情形 .现在 ,改变 你 的 观 
点 ,来 保持 另 一 条 棱 不 变 . 
16. 保持 一 边 不 变 。 而 后 即 得 例 8 之 情形 , 从 而 其 他 两 边 必 
相等 (是 等 腰 三 角形 )。 这 种 论证 对 任何 两 边 都 适用 , 因此 应 是 等 
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边 三 角形 . 

17， 保 持 底 所 在 的 平面 及 所 对 之 顶点 不 变 ， 而 后 改变 底 之 形 
状 , 这 底 应 是 已 知 圆 的 内 接 三 角形 . 而 四 面体 的 高 是 不 变 的 ;根据 
$4 (2), 当 底 为 一 等 边 三 角形 时 ,其 面积 (与 四 面体 之 体积 一 起 ) 达 
到 最 大 . 我 们 可 以 选取 任何 面 为 底 , 因此 每 一 面 都 必须 是 一 等 边 
三 角形 ,从 而 要 体积 最 大 ,只 有 正四 面体 . 

18. 把 s 与 2 之 间 的 三 角形 看 成 底 .在 不 改变 四 面体 相应 高 
的 情形 下 ,把 底 变 成 直角 三 角形 ; 这 种 改变 会 增加 底 的 面积 ,从 而 
增加 四 面体 的 体积 。 然而 要 四 面体 的 体积 最 大 , 最 好 是 使 < 与 
和 “两 者 都 垂直 ,类 似 地 可 以 处 理 另 一 对 边 . 

19. 把 一 端点 固定 在 圆柱 上 ,由 例 2(7) 可 发 现 ,最 短 距 离 垂 直 
于 球 。 再 把 端点 固定 在 球 上 , 可 以 使 你 信服 的 是 最 短 距 离 也 垂直 
于 圆柱 . 因而 , 它 应 同时 垂直 于 二 者 .这 个 结论 也 可 以 直接 看 出 

20， 例 19 的 方法 表明 最 短 距 离 应 该 垂直 于 两 个 网 柱 ， 实际 
上 ， 它 沙 在 两 个 圆柱 轴线 之 间 最 短 距离 的 同一 条 直线 上 ; 参见 
§4(1). 

21， 用 例 19 的 方法 和 例 10 在 空间 的 类 似 情形 . 

22， 对 X,Y,Z,…… 的 所 有 人 允许 值 假设 

HX,Y,2Z,°*°) SIA, BC). 

因此 ,在 特殊 情形 下 
HX,B,C,***)<H(A,B,C,.*), 
HX,Y,C,***) SI A,B,C,:*:), 

等 等 ; X,Y,Z,"… 可 以 是 变量 的 数目 ,长度 、 角 度 , 点 …。 

24、 不 是 x 一 一 《例外 情形 ), 就 是 对 x 过 1， 三 个 值 
xs， ya， zs 中 刚好 有 两 个 不 等 。 令 4 为 差 的 绝对 值 ;例如 


由 一 | 二 一 aa， d= |y, — zl. 
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或 者 4d, 一 4/2. 用 同样 的 方法 

aa 一 do-i/2 一 do-/4 一 一 四 /2 
因此 
xn 一 ya 十 za 一 zw 
3 


< 24,/3 一 0. 
25. 考虑 具有 已 知 算术 平均 4 的 = 个 正 数 ms 2，…，xs， 即 
wnt :+r ad, 
若 %, xa，,*……， x 不 全 相等 ,那么 其 中 必 有 一 个 最 小 的 , 设 为 ,也 
有 一 个 最 大 的 , 设 为 2. 《下 标的 选取 无 损 于 一 般 性 化 简 , 这 只 是 
您 样 方便 的 符号 问题 ， 我 们 不 作 只 有 * 取 最 小 值 的 不 正当 假设 ,》 
因此 


NA<z. 

现在 令 
好 一 4 = 二 tA 
则 
三 十 坟 十 十 zo 一 村 十 戏 十 十 芭 ， 
并 且 
Xi — Kx = Axi+ Ari — A — xix 

= (A—x)(x— A)> 0. 

于 是 


KT2X3 Ka < XIXIX3* Xn 
若 好 ，…，z 还 不 全 相等 ， 则 重复 此 过 程 可 得 另外 二 个 数 x ， 
.下 的 集合 ,使 得 
2 十 区 十 一 十 太一 下 十 二 十 "…* 十 x ， 
和 
集合 xi xz， .六 至少 有 一 项 等 于 4， 集合 sz， … sx 至 少 
有 两 项 等 于 4. 最 后 ,集合 x, xz， ,x 将 合 有 7 一 1 
项 ,从 而 ”项 等 于 4, 因 此 


Kixz Xe < AD x 
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26， 把 垂 线 *, y, z 的 初始 公共 点 与 三 角形 之 三 个 顶点 连 起 
来 ,这 把 原来 的 三 角形 又 分 成 三 个 较 小 的 三 角形 .把 三 个 小 三 角形 
的 面积 之 和 表示 成 等 于 整个 面积 ， 就 得 * 二 7 十 xz 一?。 方程 * 一 常 
数 用 一 条 平行 于 等 边 三 角形 底 的 直线 来 表示 ， 方 程 ” 二 x 用 高 来 
表示 . 图 8.9 中 折线 的 头 一 段 平行 于 底 , 且 一 端 朝 着 高 . 例 25 的 
第 一 步 用 平行 于 底 , 且 一 端 朝 着 具有 方程 y 一 1/3 的 直线 线段 来 
表示 ,直线 y 一 0/3 平行 于 另 一 边 且 通过 中 心 . 第 二 步 用 沿 着 直 
线 y 一 1/3 的 线段 来 表示 ,其 一 端 指向 中 心 . 

27. 作为 仿照 例 25 的 解 , 参见 ( 卷 后 参考 文献 ) 端 德 马克 - 陶 
普 里 艾 《Rademacher-Teoplitz》p. 11~14, p. 114~117. 

28， 用 局 部 变动 法 . 

29， 在 达到 极 值 的 点 上 ,对 4 的 适当 值 ,方程 

并-0 人 +108 -0 
Or Or ay Oy 

成 立 。 在 6g/68x 和 Bg/6y 不 全 为 零 的 假设 下 引出 这 些 条 件 ， 在 
8f/8x 和 61/6y 不 全 为 0 的 进一步 假设 下 ， 带 有 1 的 方程 表示 曲 
线 & 一 0( 所 规定 路 径 ) 与 通过 极 值 点 的 曲线 了 一 常数 (一 条 等 高 
线 ) 在 该 点 相 切 . 

30， 在 最 高 点 ,或 者 路 口 ，8f/6x 一 8f/8y 一 0. 在 所 规定 路 
径 的 一 个 拐角 点 , 8g/8x 和 0g/6y (如 果 存在 的 话 ) 全 部 一 0。 在 
所 规定 路 径 的 起 点 《或 终点 ) 达到 极 值 者 全 然 不 属于 例 29 所 援引 
的 解析 条 件 , 该 条 件 是 与 满足 g(*， y) 一 0 的 某 邻 域内 关于 所 有 
点 《x，y) 的 极 值 有 关系 . 

31， 条 件 为 


ai -aa 1 一 一 
er Ox Oy Uy Oz Bz 


这 里 假设 的 三 个 偏 导 数 不 全 为 0. 在 了 的 三 个 偏 导 数 不 全 为 0 
的 进一步 假设 下 ， 这 三 个 方程 表示 曲面 # 一 0 和 通过 极 值 点 的 曲 
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面 1 = 常数 在 该 点 玻 此 相 切 . 
32， 条件 由 三 个 方程 组 成 ,其 中 第 一 个 与 x 轴 有 关 ， 为 


在 了 的 三 个 偏 导数 不 全 为 0 的 进一步 假设 下 ， 三 个 方程 表示 : 两 
个 曲面 8 = 0 和 4 一 0 的 交 线 与 通过 极 值 点 的 曲面 了 一 常数 在 该 
点 相 切 . 

34， 所 要 的 结论 为 : 仅 立 方 体 达 到 最 大 值 ， 因而 , 当 不 等 式 
变 为 等 式 时 ,就 显现 出 是 立方 体 ; 区 应 有 x* 一 y, 或 忒 一 xy (考查 
面积 时 )， 然而 ， 当 2x: = 4xy 时 ， 所 用 的 不 等 式 (不 会 成 功 ) 应 
成 为 等 式 : 我 们 可 以 看 出 这 就 会 失败 。 

看 不 看 $6, 我 们 都 可 以 把 S 分 成 三 对 相对 的 面 

S$S = 2x + 2ry + 2ry, 
然而 应 用 平均 定理 : 
(S$/3B 2x 2ry * 2ry = Bxty? oe 8V?, 

当 且 仅 当 2 一 2xy, 或 * 二 时 ,成 为 等 式 ,这 就 是 说 ,只 有 对 立 
方 体 等 式 才 成 立 . 

从 以 上 可 以 得 出 有 意义 的 结论 ， 善于 预测 等 式 的 情形 ,就 可 
以 引导 你 作出 抉择 ,并 从 中 得 到 启示 . 

35. 设 了 , S$, x 和 y 分 别 代表 圆柱 的 体积 ,表面 面积 ,半径 和 
高 ,因此 

及 一 ocxz2yy S 一 2ax2 十 2mry。 
所 要 的 结论 ，y 一 2x ， 它 指导 我 们 的 选择 : 用 
3 一 2zx2 十 mxzy 十 mxzyy 
由 平均 定理 得 
(S$/3) > Zrx2 .wxy。mxzy 一 2oaz4j2 一 Za Vs 

仅 对 y = 2x 等 式 成 立 . 
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36. 例 34 是 特殊 情形 , 例 35 是 极限 情形 设 了, 3，y 和 了 
分 别 代表 棱柱 的 体积 ,表面 面积 ,高 和 底 的 某 一 边 的 长 度 ， 又 设 4 
和 1 分 别 表示 与 底 相似 的 多 边 形 的 面积 和 周 长 ， 这 多 边 形 与 长 度 
为 * 的 对 应 边 具 有 长 度 1 .于 是 
有 一 ax2y， $= 2axr + lry. 
在 例 34 和 35 中 , 当 底 面积 (现在 是 ax’) 为 8/6 时 ,达到 3 的 最 大 
值 .现在 希望 它 在 一 般 情形 下 也 成 立 ,我 们 有 线索 ; 令 
S = 2axr’ + Ixy/2 + lry/2, 
利用 平均 定理 ,得 
(5/3 2 2ar: (Ixy)/4 = [B/C2a)1V’, 
若 ar? = 1xy/4 一 5/6， 则 成 为 等 式 . 
37， 设 V, 5, x* 和 ?分别 代表 对 项 棱锥 的 体积 ,表面 面积 ,并 
的 一 条 棱 和 半 个 对 顶 棱锥 的 高 。 于 是 
丈 一 2xzy/[3，3 一 8z[(z/272 十 妇 ]212. 
在 正八 面体 的 情形 下 , 半 个 对 项 棱锥 的 双 高 等 于 其 底 的 直径 ,或 
2y 一 2x 或 2 刀 一 2 
现在 已 经 得 到 这 个 启示 , 令 
22 一 4z(xz2 十 2 和 2 十 272)， 
则 
(S2/333 > Pr 2p27 = 4 yt (67) 
仅 当 x? 一 2y* 出 现 等 式 . 注意 ,在 这 种 情形 下 , 5 一 32。 
， 38. 设 Y,S，x 和 ?分 别 表示 对 项 圆锥 的 体积 ,表面 面积 , 底 
的 半径 和 半 个 对 顶 圆 锥 的 高 ， 于 是 
V=2ary/3, 8 一 2 -2uxr (n+ y YW)2. 
考虑 具有 两 直角 边 x 和 ? 以 及 斜 边 〈z 十 ?2) 的 直角 三 角形 。 
如 果 * 在 斜 边 上 的 投影 是 斜 边 的 113( 因 为 我 们 希望 就 最 小 值 来 
说 它 应 如 此 ,那么 
P=(P+ yy)/3 
或 2z 一 yy。 现在 已 经 得 到 启示 , 令 
S= 200(2P + 二) 


和 


则 
($3) > dix- 2xz27272 = 3V), 
仅 当 22 一 y? 出 现 等 式 . 注意 ,在 这 种 情形 下 ，S 一 392 .wx?. 
39， 设 了, S 和 ? 分 别 表示 对 顶楼 锥 的 体积 ,表面 面积 和 半 个 
对 项 棱锥 的 高 ， 又 设 +, a 和 ! 是 与 对 顶楼 锥 的 底 有 关 的 量 , 其 确 
定 方法 如 同 例 36 解 中 棱柱 的 底 那 样 .。 令 如 代表 底 的 内 切 辆 半径 ， 
则 有 
V ~ 2axly/3, 
axr = Ixp/2, 
S = 21x(p + 2 = (4 十 Pry) 
在 例 37 和 38 中 , 当 3 二 32axr? 时 ,5 为 一 最 小 值 ,得 
Dry’? 一 8a2x+. 
注意 到 这 个 线索 , 令 
4a + Prey/2 + Pre2y212， 
则 
(3) > 40x(Pey /4 ~ (KM/a) C3V/2), 
当 且 仅 当 底 am 一 5/(32) 时 出 现 等 式 . 
40， 有 一 个 合 情 猜 想 ， 对 已 知 面积 ,等 边 三 角形 有 最 小 周 长 ; 
或 对 已 知 局长 ,等 边 三 角形 有 最 大 面积 . 令 e, b, c, 4 和 工 一 了 
分 别 代表 三 角形 的 三 条 边 , 面 积 和 周 长 . 由 海伦 公式 
A’~— plp— a)p— 5p— eo). 
利用 平均 定理 会 受到 有 力 启 发 : 当 ? 已 知 时 ,4 不 可 能 太 大 ; 右 端 
是 一 个 乘积 。 那么 我 们 应 如 何 应 用 这 个 定理 呢 ? 有 这 样 一 个 线 
索 : 若 三 角形 是 等 边 三 角形 , 则 oa 一 2 一 或 一 a 一 少 一 和 一 
乡 一 <， 因而 ,我 们 的 推导 过 程 如 下 : 
42/p 一作 一 ap 一 2 一 <) 
—atp—b+p—e 
人 


~ (p/3). 
亦 即 4? < L'/(2'3:)， 并 且 仅 在 等 边 三 角形 情形 下 才 有 等 式 . 参 


se 


见 例 16. 

41. 有 一 个 合 情 猜 想 : 正方 形 . 

设 4 与 5 的 夹 角 为 $B，c 与 4 的 夹 角 为 ,并 且 $ 十 $8 一 8。 
可 得 

24 = absing + cdsing., 
今 用 两 种 不 同 的 方法 来 表示 四 边 形 中 分 离 6 和 wy 的 对 角 线 ,于 是 可 
得 
+ —2abcosg = +d — 2cdcosy, 
现在 由 上 面 三 个 关系 式 消去 和 几 . 增添 
(a’+ bi—ce—d’)’ 一 4ab’cos’p + 4cd’cosip 一 8abcd cos pcosp, 
16A? 一 4ab’sin’gp + 4c’d? sin’y + 8abcd sin sin gy, 
即 得 
1642 + (a + be?— dd) 4ab? + 4cd? — Babcdcose 

= 4(ab + cd)’ 一 16abcd( cose/2). 

最 后 ,注意 到 正方 形 的 特点 ,并 且 令 
atbt+ct+adm2p— lL, 
可 见 
~ (p— op— bp— ep—d)— abcd(cose/2), 
在 等 式 成 为 可 能 的 情形 下 (正方 形 )， 各 边 都 相等 ,因而 p 一 a， 
PP 一 bp 一 c，p 一 4 几 个 县 也 应 相等 ， 用 这 个 线索 ,可 得 
A<(p— op— bp— ep—d) 
—a+p—b+p—ec+p— ds 
< 人 p p ) 
< (p/2) = (L/4). 

为 了 使 所 出 现 的 两 个 不 等 式 都 成 为 等 式 , 必须 s 一 180"， 从 而 
2 一 0 一 < 一 2 

42， 楼 柱 要 比 其 他 两 个 立体 容易 处 理 得 多 , 那 两 个 立体 ,在 仔 
细 准 备 之 后 , 我 们 将 在 例 46 和 47 中 来 处 理 . 设 工 表示 楼 柱 底 的 
周 长 , 二 表示 棱柱 的 高 。 任 一 侧面 为 一 平行 四 边 形 ; 它 的 底 边 是 楼 
柱 底 的 一 边 , 而 它 的 高 > 4， 因 而 , 棱柱 的 侧面 面积 > Lh, 并 且 
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当 且 仅 当 所 有 侧面 尼 垂 直 于 棱柱 底 时 达到 等 式 ， 所 以 此 棱柱 是 一 
正 棱柱 ， 
43. 设 x*j, yi 为 Pi 的 坐标 ,j 一 0,1,2,--",xz, 并 且 对 j= 
1 2， no， 令 
FT Xi 9 i = Yj- Vi 
则 所 求 不 等 式 的 左 端 为 折线 PuP.P,…*P。 之 长 ,而 右 端 为 直线 PP。 
之 长 ,该 直线 是 其 两 端点 之 间 的 最 短 距离 . 
44. 在 ”一 2 的 情形 下 ,经 考察 (稍微 改变 一 下 符号 ) 断 言 
(+ P+ + VV + UP + vi Vy. 
用 平方 和 其 他 代数 运算 把 它 变 成 等 价 形式 : 
(w+ UDF VP Fu + vy, 
WV 十 wiU? > 2uUV, 
(wy — vwvU)’ > 0. 
在 最 后 的 形式 中 ,断言 显然 正确 ， 当 且 仅 当 
uv UV 
才 获 得 等 式 ， 重复 应 用 + = 2 的 情形 来 处 理 n 一 3: 
《8 十 六 十 (十 VY 十 (二 十 
[ut wm? + n+ 0) + (B+ 0 
[w+ w+ #0) + Cv v2 + 3) 
对 ”一 4, 5,…… 也 是 如 此 ， 事实 上 ,用 到 数学 归纳 法 . 
45.， 设 4 为 高 ， 并 以 高 的 垂 足 把 底 分 成 长 度 分 别 为 和 9 的 
两 段 ， 我 们 必须 证 明 
2)v 7 p+gqy bd 
(P+ + gt+ 2 [二 十 | 


=—[(p + 9) + Ch +6), 
这 是 例 43 的 情形 。 对 于 等 式 , 须 有 
pih 一 9 有 
或 者 p 一 9， 它 是 一 个 等 腰 三 角形 . 
46. 设 4 为 的 高 , a, 4a;，.…，, ar 是 P 之 底 的 各 边 , pp, pi， 
…， 加 是 高 的 垂 足 至 各 自 边 上 的 垂 线 ， 令 了 表示 带 有 7 的 和 式 ， 
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从 i 二 1 跑 到 j 一 nx， 于 是 
A= 234ap;/2, 
S= A+3a(p + FW)2. 
对 于 正 棱锥 P 这 些 表达 式 变 得 比较 简单 , 因为 高 的 垂 足 至 各 底 边 
上 的 垂 线 长 具有 共同 值 pp。 因 而 
do 一 工 opo/2， 
So 一 Ao+ Lolps + RP) 
一 Ao + (443 + PRL/2; 
P 与 P, 有 相同 的 高 3V/4 一 37o/ do 一 4。 利 用 例 43 和 我 们 的 
假设 ,可 得 
2(S— A) = El(api) + ah? 
2 [2aip;) + (Zaih) I 
= [44 十 RPL]Y 
[447 十 PL 
me 2(S。 3 A). 
因而 ，5 > So。 对 于 等 式 , 两 个 所 出 现 的 不 等 式 必须 都 成 为 等 式 ， 
因此 必须 满足 两 个 条 件 。 第 一 ， 
P= ph = = pr:h, 
亦 即 P 为 一 正 棱锥 ;第 二 ， 工 一 Lo 
47， 采 取 两 步 : (1) 把 D 的 底 变 成 De 的 底 ， 并 且 把 组 成 D 
的 两 个 棱锥 都 变 成 正 棱锥 , 但 是 保持 它们 的 高 不 变 。 这 样 便 得 到 
一 个 对 项 棱锥 D', 它 不 一 定 是 正 对 顶 棱锥 . 〈《 它 的 两 个 半 对 顶楼 
锥 都 是 正 棱锥 ,但 也 许 具 有 不 同 的 高 。) (2) 把 D' 变 成 Du。 由 例 
46, 步 怠 《(1) 只 能 减 小 表面 面积 .了 ' 的 两 个 半 对 顶 棱锥 的 高 各 为 
扩 和 有, 它们 落 在 同一 条 直线 上 . 设 po 表示 De 底 的 内 切 融 半径。 
因此 ,由 例 45, D’ 的 表面 面积 为 
S=[(p8 + hr + (B+ bYIL/2 


>2 [8+ (二 全 Ly2 


= So 
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48， 始 终 保 持 体积 了 不 变 , 采 取 三 步 : (1) 保 持 底 在 形状 与 大 
小 上 不 变 , 而 把 已 知 棱柱 变 成 一 个 正 棱柱 . (2) 保持 面积 4 不 变 ， 
而 把 底 变 成 一 个 正方 形 . (3) 把 具有 正方 形 底 的 正 棱柱 变 成 一 个 
立方 体 .分 别 由 例 42 和 34, 步 又 (1) 与 (3) 只 能 减 小 曲面 面积 8. 步 
台 (2) 保持 高 4 二 V/A4 不 变 , 由 例 41, 它 只 能 减 小 底 的 局 长 工 ; 
因为 5 = 24 十 Lh， 因 此, 除非 楼 柱 原来 就 是 一 个 立方 体 , 否则 
三 个 步 又 之 一 必 将 使 S 减 小 ， 较 弱 的 命题 34 起 到 了 台阶 基石 的 
作用 . 
49， 如 上 述 由 例 和 2, 41 和 34 推出 例 48 一 样 , 它 可 由 例 47， 
41 和 37 推出 ， 然而, 我们 可 有 效 地 把 例 48 的 相应 步 又 (12 和 《2) 
合并 成 一 个 步 又 ,这 是 由 于 例 47 的 明显 公式 所 致 . 
50， 我 们 由 任 一 具有 三 角形 底 的 棱锥 ( 即 任 一 四 面体 ,但 不 一 
定 是 正 的 ) 开 始 . 保持 体积 V 和 底面 积 4 不 变 。 只 把 底 变 成 一 个 
等 边 三 角形 (如 果 必 要 的 话 ), 这 样 把 它 变 成 一 个 直立 棱锥 ， 由 例 
40 ,这 将 减 小 底 的 周 长 已, 进而 , 由 例 46, 减 小 表面 面积 5。 新 核 
锥 的 侧面 都 是 等 腰 三 角形 . 因此 , 除非 这 些 等 腰 三 角形 刚好 是 等 
边 的 ,否则 把 其 中 的 一 个 作为 底 , 并 重复 这 一 过 程 ,会 再 次 碱 小 5。 
根据 局 部 变动 法 则 ( 例 .22), 如 果 存 在 具有 已 知 V 和 最 小 5 的 四 面 
体 , 那 它 就 必定 是 正四 面体 . 
51， 参 见 例 53， 
52， 参 见 例 53. 
53. 设 工 , S 和 ? 表示 棱锥 的 体积 , 表面 面积 和 高 ,又 设 +, a 
和 1 与 棱锥 的 底 有 关 ，, 其 定义 方法 如 同 与 棱柱 底 有 关 的 例 36 解 中 
一 样 。 令 ?代表 底 的 内 切 贺 半径。 于 是 
V = axy/3, 
ZX 一 lxp/2, 
S=ax + iIx(p + yy) /2 
一 az 十 (4a2x4 + Px’y?) /2 
要 想 写 出 只 与 形状 有 关 而 与 大 小 无 关 的 表达 式 ， 这 将 引导 我 们 去 
考虑 
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1 1 
二 1+ +( 去 ) | 一 1 十 (1 十 中 凡 
(我 们 进一步 化 简 , 即 令 [17/(2ez) 卫 一 四, 以 及 
5 BT EE 
(3V) 4a 上 “ 


因为 了 是 已 知 的 ,而 $ 应 该 取 最 小 值 , 所 以 左 端 应 为 最 小 值 , 从 而 
右 端 也 应 为 最 小 值 ， 然而 形状 是 已 知 的， 因而 8/4 也 是 已 知 的 ， 
所 以 剩 下 的 工作 就 是 去 找 能 使 得 右 端 为 最 小 的 上 值 : 这 个 值 是 与 
形状 无 关 的 ， 它 同等 地 适用 于 一 切 特 殊 形状 ,例如 , 例 51 和 52 中 
所 提 到 的 形状 其 中 有 一 个 特殊 形状 , 我 们 知道 它 的 结果 : 如 果 
其 底 是 一 等 边 三 角形 , 那么 由 例 50 可 知 , 总 表面 面积 与 底面 积 之 
比 S: ax? 以 4:1 为 最 佳 . 由 于 5S/(ax?) 只 依赖 于 所 以 对 一 切 
形状 ,这 个 结果 都 应 该 是 对 的 ,从 而 
1 十 (1 十 四 迪 一 4，z 一 8. 

54. 用 每 一 问题 的 编号 来 代替 相应 图 形 ,请 读者 不 妨 复制 下 表 : 

(DD) (2) (3) (4) (5) (6) (7) 

(a) 34 35 36 42 ww 48 x* 

(b) 51 52 53 46 50 vv y 

(ceo) 37 38 39 47 mw 49 = 


(d) 一 一 一 一 40 41 mn 
横行 : (a) 棱柱 ，(b) 棱锥 ，(c) 对 顶 棱锥 ，(d) 多 边 形 (只 
对 后 三 列 适用 )， 


纵 列 : (1) 具有 正方 形 底 的 正 图 形 , (2) 以 圆 为 底 的 正 图 形 ， 
(3) 具 有 已 知 形状 底 的 正 图形 ,(4) 从 斜 的 变 到 正 的 ,(5) 任意 三 角 
形 底 ,(6) 任 意 四 边 形 底 , (7) 具有 已 知 边 数 = 的 任意 多 边 形 底 . 

用 类 比 法 可 以 启示 几 个 定理 ， 通 过 这 些 定理 可 以 期 望 以 字母 
4，V， xz yz 和 z 为 标记 添 在 表 中 .这 里 有 这 样 一 些 : 

(wx) 具有 已 知 体积 的 所 有 三 楼 柱 当 中 ， 有 最 小 表面 面积 的 楼 
性 具有 如 下 的 性 质 : 其 底 为 一 等 边 三 角形 ， 其 底面 积 为 全 表面 面 
积 的 1/6, 它 有 一 内 切 球 , 切 点 在 每 一 面 的 中 心 。 
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《y) 具有 已 知 体积 和 7 边 形 底 的 所 有 棱锥 当中 ， 有 最 小 表面 
面积 的 棱锥 具有 如 下 的 性 质 : 其 底 为 一 正 * 边 形 ， 其 底面 积 为 全 
表面 面积 的 1/4, 它 有 一 内 切 球 , 切 点 在 每 一 面 的 形 心 . 

根据 上 述 讨论 , 我 们 可 以 很 容易 证 明 (w),(v) 和 (w), 但 
(x),《y) 和 (x) 却 与 (mn) 有 关 , 这 将 放 在 稍 后 讨论 ;参见 $ 10.7 (1). 

55，(1) 利用 $6 的 方法 和 所 定义 的 符号 ,可 有 

了 一 abc，5S 一 468 十 2ac 十 2pc。 
($5;/3P ab .2oc -2pc = 4V’, 
当 且 仅 当 
ab = 2ac = 2bec 
或 a ~&b 一 2c 时 取 等 式 : 盒子 为 半 个 立方 体 . 

《2) 利用 $6 的 结果 ， 把 没有 算 人 5; 中 的 那个 平面 看 作 是 一 
面 镜 子 . 盒子 与 其 镜像 一 起 形成 一 个 新 盒子 , 其 体积 为 2V, 整个 
表面 面积 是 已 知 的 ， 为 25;。 由 $6， 这 个 新 的 (双重 ) 盒 子 当 其 体 
积 达 到 最 大 时 ,必须 是 一 个 立方 体 . 

56. 仿照 例 55, 把 未 计 人 在 内 的 那个 平面 看 作 是 一 面 镜子 . 
三 楼 柱 的 最 大 体积 等 于 一 个 立方 体 被 对 角 平 面 平分 的 一 半 . 应 用 
例 48 及 附加 的 说 明 . 

57.【 普 纳 姆 , 1950.] 仿照 例 55 和 56, 把 未 计 入 的 那 两 个 平 
面 都 看 作 是 镜子 . 三 棱柱 ?的 最 大 体积 是 一 个 立方 体 的 四 分 之 一 ; 
这 个 立方 体 被 两 个 对 称 平面 分 成 完全 相等 的 四 块 ， 这 两 个 对 称 平 
面 的 一 个 是 对 角 平 面 , 另 一 个 是 垂直 于 对 和 角 平 面 又 平行 于 上 、 下 底 
的 平面 . 

58. 设 4, 工 ,+ 和 s 分 别 代表 一 遍 形 的 面积 , 周 长 ,半径 和 弧 
长 上 < 也 是 


利用 平均 定理 


4 一 rr/2， 工 一 2r 十 9 


(L/2) 人 2r .5 一 44。 
当 :一 2r， 即 扇形 角 等 于 2 弧度 时 达到 等 式 . 
*) 此 题 及 上 题 中 的 三 棱柱 在 原 书 中 均 误 为 三 楼 锥 ， 一 一 译 者 注 
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59. 设 *, ”和 必 表 示 三 角形 的 三 条 边 ，4 表示 面积 ,7 表示 

比 所 对 的 已 知 角 . 于 是 
24 一 xpsiny。 

由 平均 定理 

(1) {ut+v /2 >u = 24/siny. 
当 w 一 v 时 达到 等 式 , 这 说 明 此 三 角形 应 是 等 腰 三 角形 。 

(2) w= t+ v2ucosy 

一经 十 的 一 44coty， 
(w+ 2) 人 /2 全 xp 一 241/sin7y， 

当 ww? 一 w*， 即 三 角形 为 等 腰 时 等 式 成 立 , 从 而 ww 有 最 小 值 . 

(3) 当 三 角形 等 腰 时 ,* 十 ”与 w 两 者 ， 或 4 十 vr 十 wv 达到 最 
小 值 ， 

60. 利用 例 59 的 符号 ， 已 知 点 位 于 wv 边 上 .。 由 已 知 点 引 w 
和 vw 的 平行 线 , 终止 于 v 和 w, 分 别称 之 为 a。 和 5b; a 和 6。 都 是 已 
知 的 (实际 上 ,它们 都 是 斜 坐标 )， 根 据 相似 三 角形 有 


人 二 


a uw—a 
con rd re 
4 人 2apsiny。 
当 且 仅 当 
半生 二 u=24, v ~ 26, 
u v 2 
即 已 知 点 为 wv 的 中 点 时 有 等 式 . 


61， 利 用 $6 的 符号 和 平均 定理 
《1) 了 一 abc 和 [Ge to + ce)/3P=[E/12B, 
(2) $= 2ab 十 2ac 十 25c 
和 二 如 十 十 0 十 PP 十 
= 2(a tot — 4 + ac t+ be), 
即 有 


35 < 2(E/4). 

在 两 种 情形 下 , 仅 对 a 一 56 一 c<， 亦 即 对 立方 体 等 式 成 立 . 

62， 利 用 $6 的 符号 和 平均 定理 .周围 长 2(a 十 6) 等 于 <， 
并 且 

V=(2a.2b.c)/4< [2a +26 + ce)/3B/4 < BP/108, 
仅 对 24 一 25 一 c 二 1/3 等 式 成 立 , 

63， 利 用 例 35 解 中 的 符号 ,于 是 有 

d= (2x + (y/2) = 2(7 + x + y/8), 
因而 , 由 平均 定理 
及 一 oz 一 Bx?» x y/8 < B04/6), 


仅 当 

P=y/8 = ad/8 
时 有 等 式 . 对 于 它 的 历史 背景 请 参看 O. Tocplitz, Die Entwicklang 
der Infinitesimalrechkmung, p. 78 一 79。 


23, 33 没有 解答 . 


第 九 章 解 答 


1. (1) 设想 有 两 面 垂 直 于 作 图 平面 的 镜子 ， 一 面 通过 !, 另 
一 面 遂 过 mm.。 人 在 了 点 注视 m， 并 从 这 面 镜子 中 看 到 他 自己 : 从 
也 射 来 的 光线 经 两 次 反射 之 后 ， 第 一 次 在 !， 第 二 次 在 m， 又 返 
回 到 P， 光线 选择 最 短路 径 ， 描 绘 出 所 希望 的 具有 最 小 周 长 的 
APY2; 人 PYZ 的 两 边 与 1 和 mw 在 Y 和 Z 点 分 别 夹 有 相等 的 角 . 
(2) 设 P 和 P” 分别 是 了 关于 1 和 和 的 镜像 .连接 已 与 P” 的 直线 
分 别 交 : 和 mw 于 所 需要 的 点 Y 和 Z ， 其 长 度 就 是 所 希望 的 最 小 周 
长 .根据 图 9.3 的 想法 ,应 用 两 次 .) 

2. (1) 光线 在 三 面 圆 形 镜 上 经 过 连续 三 次 反射 之 后 ,又 从 相 
反 的 方向 返回 光源 . 《2) 一 条 封闭 的 橡皮 带 系 三 个 刚性 环 ， 两 种 
解释 都 提示 : 顶点 交 在 已 知 圆 上 的 所 求 三 角形 ， 其 两 条 边 与 半径 
夹 有 相等 的 角 . 

3. 同 例 2 中 一 样 , 用 光线 的 一 个 往返 或 用 一 条 封闭 的 橡皮 带 
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来 解释 ; XY 和 XZ 对 BC 等 倾斜, 等 等 ， 
4. 内 接 于 已 知 ” 边 形 且 有 最 小 周 长 的 = 边 形 有 如 下 性 质 : 
最 小 周 长 多 边 形 两 边 的 公共 顶点 位 于 已 知 多 边 形 的 某 边 * 上， 这 
两 边 对 :等 倾斜 . 但 要 参见 例 6 和 13. 
5. 令 4 为 1 与 mm 的 交点 ， 在 mw 上 取 一 点 8B， 在 1 上 取 一 点 
C, 使 和 BA4C (小 于 180°) 包 含 P 点 在 其 内 .于 是 ,根据 反射 规律 
ZLZP"AB = LBAP, LPAC = 一 C4P， 


因此 
LP"AP' 一 2 一 B4C. 


但 当 LP"4P' 之 180° 或 已 知 的 <B4C 之 90" 时 ,解法 失败 . 

6. 当 已 知 三 角形 中 有 一 角 90? 时 , 解法 不 能 应 用 ,参见 例 
5， 当然 ， 例 4 的 解 更 不 能 说 是 属于 例外 . 

7. 暂且 把 X 固 定 在 BC 边 上 的 P 处 . 然后 应 用 例 1 的 解 (2) 
(因为 <B4C 是 锐角 ,参见 例 5); 最 小 周 长 为 PP”， 现在 P'P” 与 
P 了 有 关 ; 剩 下 的 是 求 P'P” 的 最 小 值 . 《因为 所 得 到 的 P'P” 本 身 就 
是 一 个 最 小 值 ,所 以 我 们 要 求 最 小 值 的 最 小 ,或 “最 小 的 最 小 值 .) 
现在 经 反射 ，P”4 = P4 一 P4， 因 此 , AP"4P' 是 等 腰 的 ; 它 在 
4 的 角度 与 P 无 关 ( 参 见 例 5), 从 而 它 的 形状 也 与 P 无 关 . 因此 ， 
当 P'4 一 PA 为 最 小 时 , P'P” 也 就 最 小 ,这 显然 是 P4 上 BC 的 情 
形 ; 参看 5 8.3. 内 接 于 已 知 锐角 三 入 形 及 有 最 小 用 长 的 三 角形 ， 


较 , 可 以 四 出 锐角 二 角形 的 高 平分 以 它 的 委 足 为 顶点 的 内 缮 三 
角形 的 各 角 . 因此 ，, 后 一 结果 是 非常 初等 的 。 本 例 的 解 归 功 于 费 
耶 (L. Fejtr), 参 看 ( 卷 后 参考 文献 ) 柯 朗 - 罗 宾 斯 (Courant-Robbins)， 
P. 346 ~353. 

8. 否 . 若 全 4BC 有 一 和 角 之 120°, 则 该 角 之 顶点 即 为 交通 
中 心 . 由 $ 2(2) 中 的 力学 解答 即 强 有 力 地 启示 了 这 一 点 。 

9. [ 普 纳 姆 ,1949.] 这 与 在 $ 1(4),$ 2 (2) 和 例 8 中 处 理 过 
的 较为 简单 的 平面 问题 非常 类 似 . 我 们 采用 哪 一 种 方法 呢 2 (1) 
力学 解释 , 模仿 图 9.7。 在 四 个 已 知 点 4; 8，G 和 D 的 每 一 处 各 
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有 一 个 滑轮 ， 把 四 条 绳子 于 X 点 处 系 在 一 起 ; 每 条 绳子 经 过 一 个 
滑轮 ,并 在 它 的 另 一 端 载 以 一 磅 的 重 物 ， 像 在 $ 2(2) 中 一 样 , 头 一 
项 研究 (关于 势能 ) 表 明 ， 这 个 力学 系统 的 平衡 位 置 就 相当 于 所 提 
出 的 最 小 问题 的 解 。 第 二 项 研究 , 讨论 在 x 点 上 的 作用 力 。 有 四 
个 这 样 的 力 ; 它 们 大 小 相等 ,方向 沿 四 条 拉 紧 的 绳子 ,分 别 指向 4， 
8,C 和 D。， 前 两 个 力 的 合力 必须 抵消 后 两 个 力 的 合力 . 因此 ,这 
两 个 合力 处 在 间 一 条 直线 上 ,此 直线 平分 4XB 和 人 CXD 二 
者 . 由 力 的 两 个 平行 四 边 形 全 等 (二 者 都 是 菱形 ) 推 出 上 述 两 个 角 
相等 ， 类 似 地 , 有 关 的 几 对 是 : 4XC 和 人 BXD， 人 4XD 和 


和 CX 十 DX 不 变 ( 暂 时 ). 于 是 ,XX 点 必须 在 以 C 和 DD 为 焦点 的 
扁 球 (旋转 椭 球 ) 面 上 变化 .我 们 把 这 个 面 设想 为 一 面 镜 子 . 由 4 
发 出 的 光线 ,在 我 们 的 扁 球 形 镜 上 反射 之 后 达到 B, 使 4X 十 XB 
变 成 最 小 值 ; 沿 此 路 径 ， 一 4XB 被 镜面 在 X 点 处 的 法 线 所 平分 。 
由 $ 1(3) 或 5 2(I) ,同一 法 线 也 平分 <CXD. 但 是 ,用 这 种 方法 
要 想得到 全 4XB 与 人 CXD 相等 却 不 是 那么 容易 的 : 虽然 两 
种 方法 对 比较 简单 的 类 似 情形 起 完全 同等 的 作用 ， 但 把 它们 应 用 
到 本 命题 中 却 不 完全 一 样 ， 

10. 是 .因为 直路 径 是 两 点 之 间 的 最 短路 径 ， 所 以 无 论 X 点 
在 哪里 ,都 有 

4X 十 XC 二 4C，BX 二 XD 二 BD， 

并 且 , 当 且 仅 当 X 为 两 条 对 角 线 4C 和 BD 的 交点 时 ,这 两 个 不 等 
式 都 成 为 等 式 : 这 就 是 交通 中 心 。 考虑 到 下 述 事实 , 四 边 形 所 在 
平面 的 法 线 为 <4XC 和 和 BXD 的 公共 角 平 分 线 , 它 们 各 成 一 
对 直角 , 故 例 9 之 叙述 完全 保持 正确 . 

11， 由 局 部 变动 法 , 根据 $ 1 (4) 之 结果 即 可 推出 。 参看 (着 
后 参考 文献 ) 柯 朗 - 罗 宾 斯 ，P. 354 一 361. 

13. 沿 平行 于 台子 的 对 角 线 驱赶 一 球 ， 在 图 9.14 中 连续 应 
用 四 次 例 12. 设想 图 9.14 画 在 一 张 透明 的 纸 上 , 并 沿 反射 线 折 先 
它 ; 于 是 直线 PP 的 若干 毁 刚 好 盖 住 弹子 球 的 凌 形 路 径 ， 用 这 种 方 
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法 可 以 看 出 例 4 在 这 里 有 区 穷 多 解 的 那 种 情形 。 

14. 由 图 9.15《 可 以 把 它 画 在 透明 纸 上 ) 

n20 < 180° < (n+ 1)2a, 
90°/(nt+ 1)<a<= 90°/n. 

画图 说 明 s 一 1, 2, 3 的 情形 . 考虑 一 co 的 情形 . 

15. 在 $ 1 和 例 12 中 处 理 过 的 特殊 情形 给 出 若干 提示 , 参见 
例 16,17 和 18. 

16. 车 4,B 和 4X 十 XB 为 已 知 , 则 X 的 轨迹 为 以 4 和 B 
为 焦点 的 扁 球 (旋转 椭 球 ) 面 ; 这 样 的 球 是 些 等 值 面 ， 已 知 直 线 1 
在 多 点 与 扁 球 相 切 , 这 样 的 扁 球 给 出 解 。 该 扁 球 在 X 点 的 法 线 垂 
直 于 1, 并 且 由 $ 1(3) 和 $ 2 (1) 已 证 明 过 关于 椭 贺 的 一 个 性 质 ， 
可 知 此 法 线 还 平分 人 4XB. 

17. 取 一 张 对 折 的 纸 ， 使 折 痕 与 7 一 致 ， 半 张 ( 半 平 面 ) 通 过 
4， 另 外 半 张 通过 B. 所 求 的 最 短线 必定 在 这 张 折 和 迭 纸 上 描绘 出 
来 . 如 果 打 开 这 张 纸 , 则 最 短线 即 成 直线 。 在 折 和 迭 的 纸 上 和 打开 
的 纸 上 一 样 , 两 条 线 都 与 ! 夹 有 相同 的 角 . 

18. 把 适当 长 度 的 橡皮 条 之 一 端 固定 于 4, 并 使 橡皮 条 在 X 
处 经 过 刚性 杆 !。 再 把 其 另 一 端 固定 于 B， 使 之 绸 紧 : 于 是 由 例 
15 就 形成 一 条 所 要 求 的 最 短线 (倘若 摩擦 忽略 不 计 )， 有 三 个 力作 
用 在 X 点 上 : 大 小 相等 的 两 个 拉力 ,一 个 方向 指向 4, 男 一 个 指向 
8; 垂直 于 ! 的 杆 的 反 力 (因为 摩擦 忽略 不 计 ). 关于 力 的 平行 四 
边 形 为 一 菱形 ， 因 而 ? 的 法 线 像 在 例 16 中 所 看 到 的 一 样 ,平分 
4XB， 杆 的 反作用 力 没有 平行 于 它 自 己 的 分 力 , 因而 平行 于 / 
的 拉力 的 两 个 分 力 必须 在 数量 上 相等 《而 方向 相反 ). 所 以 , 像 在 
例 17 中 所 见 到 的 , X4 与 XB 对 于 1 等 倾斜 由 这 种 方法 , 关于 
例 16 与 17 结果 的 等 价 性 ， 用 一 点 立体 几何 的 知识 就 可 以 证 明 ， 
(如 果 三 面 角 有 三 个 适当 的 共同 数据 , 那 它们 彼此 相等 .) 

19. 把 一 根 封闭 的 橡皮 条 围绕 在 保持 刚性 的 三 根 织 针 上 ; 利 
用 局 部 变动 法 和 例 16 或 18; 一 个 三 角形 的 三 条 角 平分 线 相 交 于 
内 切 圆 的 圆心 . 例 3 是 一 种 极限 情形 ， 
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20. 三 角形 的 每 一 顶点 为 立方 体 楼 的 中 点 .此 三 角形 为 等 边 
三 角形 ;其 中 心 即 立方 体 的 中 心 ;其 周 长 为 3V 64. 

21. 用 局 部 变动 法 ,$ 8.3,$ 1(4) 或 $ 2 (2) 之 方法 . TX， 
TY 和 7T2Z 分 别 垂直 于 ,4 和 <, 因此 它们 彼此 等 倾斜 (120°). 
我 们 可 以 把 工 称 为 三 条 空间 直线 的 交通 中 心 .-”$ 1 (4) 的 问题 是 
一 种 极端 情形 : ea, 和 < 变 成 平行 的 。 有 一 个 明显 的 推广 以 及 几 
个 明显 类 似 的 问题 : 三 个 球 的 交通 中 心 ,一 个 点 .一 条 直线 及 一 张 
平面 的 交通 中 心 , 等 等 . 

22. 立方 体 三 条 空间 校 的 交通 中 心 当然 就 是 立方 体 的 中 心 。 
把 此 立方 体 三 条 已 知 的 空间 棱 都 改变 成 120°, 并 把 这 种 变化 清楚 
地 表示 出 来 ,而 关于 三 角形 的 场合 在 例 20 中 已 见 过 . 

23， 为 了 求 多 面体 表面 上 两 已 知 点 4 和 了 之 间 的 最 短线 ， 可 
以 设想 多 面体 表面 是 用 硬 纸 片 做 成 的 ， 即 一 些 连 在 一 起 而 又 可 适 
当 折 挝 的 平面 多 边 形 . 然 后 把 多 面体 表面 在 一 张 平面 上 打开 ( 即 把 
硬 纸 片 在 一 张 桌子 上 捧 平 ): 所 求 的 最 短线 成 为 由 4 到 8B 的 直线 . 
然而 ,在 打开 之 前 ,我 们 必须 沿 最 短线 不 曾 穿 过 的 适当 楼 切 开 多 面 
体 表面 ， 因 为 我 们 预先 不 知道 最 短线 将 穿 过 哪个 面 和 哪 条 楼 , 所 
以 不 得 不 检验 一 切 可 能 的 组 合 . 现在 回 到 所 提出 的 问题 , 列 出 几 
个 面 的 基本 顺序 ,并 注意 经 每 一 师 序 ,由 和 蛛 到 它 沿 着 此 顺序 扑 到 
飞 虫 所 走 直 线 距离 的 平方 . 

(1) 端 墙 , 天 花 板 , 端 墙 : 

《1 十 20 十 7)2 一 7843 
(2) 端 墙 , 天 花 板 , 侧 墙 , 端 墙 ; 
(1 十 20 十 4 十 (4 十 772 一 746; 
(3)》 端 墙 ,天花板 , 侧 增 , 地 板 , 端 墙 : 
(1 上 +20 十 1 十 (4 十 8 十 4)2 一 740. 

24， 大圆 弧 是 球面 上 的 测 地 线 . 大 圆 是 平面 曲线 ;大圆 所 在 
的 平面 是 其 上 所 有 点 的 密切 平面 。 此 平面 通过 球 心 , 因而 它 含 有 
大 圆 在 球面 上 点 的 所 有 法 线 ( 即 所 有 半径 ). 小 圆 不 是 测 地 线 ; 事 
实 上 ,小 圆 所 在 的 平面 不 含有 它 在 球面 上 点 的 任何 法 线 . 
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25. 由 能 量 守 人 恒定 律 , 该 点 速度 的 大 小 是 不 变 的 , 当然 ,速度 
的 方向 是 变化 的 . 在 轨道 -- 段 短 弧 的 两 端点 处 速度 向 量 之 差 归 因 
于 曲面 法 向 的 反作用 ,因而 ,几乎 就 是 曲面 的 法 线 ， 这 是 测 地 线 的 
特性 ; 参见 例 24 (2). 这 种 论证 的 另 一 个 解释 : 把 例 24 (2) 沿 橡 
皮条 的 拉力 重新 解释 成 沿 轨道 的 速度 ; 所 有 速度 向 量 都 具有 相同 
的 大 小 ,而 方向 上 的 变化 归 因 于 两 者 法 向 的 反作用 . 

26. 把 # 条 活动 的 棱 慢 慢 推 向 一 张 平面 (你 的 梨子 )， 以 形成 
一 个 具有 = 个 等 睫 侧 面 的 楼 锥 ,其 底 就 是 要 求 的 多 边 形 ， 事实 上 ， 
该 底 内 接 于 圆 , 圆心 为 棱锥 高 的 垂 足 . 半径 为 一 直角 三 角形 的 第 
三 边 ,该 直角 三 角形 的 斜 边 为 硬 纸 片 上 所 描绘 的 大 圆 半径 ,第 二 边 
为 棱锥 的 高 . 

27， 如果 重心 尽 可 能 地 靠近 地 板 ， 那 么 存在 一 个 平衡 状态 。 
对 所 要 求 的 解 只 要 求 很 少 一 点 力学 知识 就 够 了 : 在 的 表面 上 取 
一 点 也 ,使 得 距离 CD 最 短 . 一 种 容易 的 讨论 表明 ,D 既 不 是 P 的 
顶点 ,也 不 在 P 的 棱 上 ,只 有 CD 垂直 于 了 P 的 面 FE, D 在 其 上 . 参 
看 疲 利 亚 -~ 殖 可 ,《 分 析 》(Analysis) 第 二 卷 , p. 162 ,问题 1. 

28. (a) 设想 地 球 上 完全 变 干 ,因而 所 有 的 山顶 路 口 峡谷 都 
暴露 出 来 .现在 用 一 些 水 来 刚好 漫 过 一 个 峡谷 .于 是 地 球 上 剩 下 
的 部 分 就 有 P 个 山顶 ，s 个 路 口 和 一 1 个 峡谷 , 这 时 把 它 当 成 
一 个 岛屿 ， 用 正文 中 已 证 明 过 的 结果 ,有 

P+(D—1)=S+1. 

《b) 等 高 线 和 最 陡峭 的 下 降 线 又 把 地 球 细 分 成 F 个 “地 区 ”; 
这 是 例 32 中 的 术语 . 取 这 么 多 的 线 ,以 致使 每 一 个 显著 的 点 , 即 成 
为 顶点 的 山顶 \ 峡 谷 或 路 口 能 像 图 9.16 和 9.17 上 的 一 样 ， 并 使 得 
没有 地 区 在 其 边界 上 有 一 个 以 上 的 显著 点 . 

我 们 在 两 个 地 区 之 间 等 同 地 “分 配 ” 每 条 边缘 , 即 边 界线 ,对 每 
一 地 区 给 边缘 的 1/2 进行 分 离 。 类 似 地 , 在 地 区 之 间 等 同 地 分 配 
属于 该 地 区 的 每 个 顶点 . 反 过 来 ,每 个 地 区 将 对 欧 拉 方程 

V—E+t+F=12 
的 左 端 产生 影响 ; 它 对 下 的 影响 数量 是 1, 以 及 对 了 和 一 互 的 一 个 
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适当 的 小 数 部 分 . 让 我 们 来 对 不 同 种 类 的 地 区 计算 这 种 影响 . 
工 如 果 在 边界 上 没有 显著 点 ， 那 么 该 地 区 为 一 四 边 形 , 它 夹 
在 两 条 等 高 线 与 两 条 最 陡峭 的 下 降 线 之 间 ， 其 对 了 一 下 十 了 的 
影响 为 
4X 工 一 4xX- 上 +1I 一 0。 
4 2 


II. 如 果 在 边界 上 有 一 个 山顶 或 峡谷 ， 那 么 该 地 区 为 一 三 角 
形 ;参见 图 9.16. 如 果 山 顶 或 峡谷 为 + 个 地 区 的 一 个 公共 点 ,那么 
每 个 地 区 对 下 一 下 士 五 的 影响 为 


(2x 圭 + 二 ) 一 3x 士 +1~ 二 ， 
4 n 这 n 


而 所 有 = 个 地 区 的 联合 影响 为 a: 1/n 一 1 
J， 如果 在 边界 上 有 一 个 路 口 , 那 么 该 地 区 为 一 四 边 形 ; 参见 
图 9.17. 其 对 下 一 已 十 下 的 影响 为 
(3 x 土 二 ) 一 4Xx 十 +1 一 一 十 ， 
4 8 2 8 


而 路 口 为 其 公共 顶点 的 8 个 地 区 的 联合 影响 为 8. 《一 1/8) 一 
—l. 

由 网 拉 定 理 ,所 有 地 区 的 总 计 影 响 为 

P+D—5S=2. 

(《c) 用 “洪水 ”想法 的 证 明 是 一 个 欠 妥 当 的 “物理 数学 ”例子 … 
它 利用 日 常 经 验 接触 到 的 概念 ， 而 不 是 那 一 个 具体 的 物理 理论 . 
问题 部 分 (b) 中 的 提示 常 使 人 误解 : 它 好 像 暗示 P, D 和 Ss 想 方 设 
法 与 ,V 和 五 类 似 , 决 不 是 这 样 。 还 有 , 这 是 一 个 有 用 的 提示 : 
引导 我 们 去 注意 欧 拉 定理 . 然而 , 这 是 十 分 自然 的 : 在 解 问题 当 
中 ,指导 我 们 的 思想 是 错误 的 , 但 尽管 这 样 , 却 还 是 非常 有 用 的 . 

29. (a) 设 六 为 石头 下 降 的 时 间 ，, 己 为 声音 上 升 的 时 间 . 于 是 

f=ti+t, d= gf/2, d= ch 
消去 1 和 4, 解 一 个 二 次 方程 ,得 到 
4 = —e(28) +e(28) 7 + et], 
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出 于 1 一 0 应 有 4 一 0， 所 以 必须 取 十 号 ， 因此 
d= cg!1+ et— cig [lt+2gc 


2 d= gt/2— gH/(2c) 十 
这 里 省 略 了 没有 写 出 的 各 项 ， 我 们 可 以 利用 所 扎 出 的 两 项 作为 一 
个 适当 的 近似 公式 

(c) 具有 典型 意义 的 是 ,我 们 可 以 预见 表达 式 的 主 项 ,根据 物 
理 方 面 的 考虑 , 我 们 甚至 还 可 以 预见 适当 的 符号 ， 用 数学 方法 得 


(4 的 表达 式 )， 参 看 $ 5.2. 

30、 把 椭 贺 镜 变 成 抛物 镜 ， 后 者 把 与 其 轴 成 平行 方向 投射 来 
的 所 有 光线 都 聚集 在 焦点 上 . 这 样 的 抛物 镜 是 反射 望远镜 的 最 主 
要 部 分 . 

31. 方程 是 可 分 离 变 量 的 . 由 明显 的 变换 可 得 


/ 
dx 一 (二 -六 入, 
2 


1 y 2 
( ) an 
Sm 


令 


引进 辅 助 变量 p, 即 得 
y= csinmg, += clq — (1/2)sin29g). 
用 积分 来 求 *, 我 们 必须 选择 积分 常数 , 以 使 曲线 通过 原点 : 9 一 
0, 这 意味 着 x 一 y 一 0. 令 29 ~ 1,，c 一 24， 于 是 得 出 常用 的 
旋 轮 线 方程 ; 
x a(t— sint), y = all — cost). 
此 旋 轮 线 通 过 4 点 , 即 原点 ， 刚 好 有 一 个 a 值 ,使 之 成 为 旋 轮 线 通 
过 已 知 点 8 的 第 一 支 ( 对 应 于 0<t < 2x). 为 了 看 出 这 一 点 ,可 设 
“由 0 变 到 co; 这 便 “ 扩 展 ” 了 旋 轮 线 , 使 它 扫 过 平面 的 一 个 象限 ， 
当 它 扩展 到 适当 大 时 碰 到 如 点 . 
33. 设 a 为 球 的 半径 ( 同 $ 5 中 一 样 ), 4 为 球 缺 的 高 ,7 为 它 
的 体积 ， 而 C 为 与 球 缺 有 相同 底 和 相同 高 4 的 圆锥 的 体积 .原点 


Ss 


( 即 图 9.13 中 的 0 点 ) 为 球 缺 与 圆锥 的 公共 顶点。 根据 初等 几何 


和 $5 中 已 知 的 男方 程 ,可 得 
C = (20h — Ph 
s 


利用 图 9.13, 但 现在 只 考虑 与 0 距离 x(0 二 x < 们 处 的 截面 。 由 
方程 (A) 表示 的 截面 平衡 变 为 立体 平衡 ( 球 缺 ,圆锥 一 一 虽然 它 具 
有 体积 C 一 一 和 珊 柱 ,可 得 

(B) 2a(V + zh h/3) = (hf/2)r(24)h, 
因此 

V3a—h)_ st (2 —A¢, 
3 2a—h 

这 里 24 一 4 是 余 球 缺 的 高. 

34. 把 $5 中 考虑 过 的 图 方程 写成 如 下 形式 

(A) 2anx’ 一 zzy2 十 rmx’. 
根据 图 9.13 中 的 及 点 ,现在 只 把 圆锥 截面 xx? 悬挂 起 来 ; 球 截面 和 
另 一 圆锥 (与 第 一 个 圆锥 全 等 ) 截面 保持 在 原来 的 位 置 上 (具有 横 
坐标 *). 考虑 0<x < a, 讨论 三 个 立体 的 平衡 , 引进 半球 重心 的 
横 坐 标 *, 并 回忆 圆锥 重心 的 位 置 ( 它 与 顶点 的 距离 是 高 的 3/4): 

(B) 24 . xa’* a/3 = ¥* 2xa/3 + (34a/4)xa’ : af/3, 

= 5a/8. 

35. 保持 例 33 的 符号 不 变 ,而 在 下 述 方面 改变 例 34 的 符号 : 
x 现在 表示 具有 高 为 的 球 缺 重心 的 横 坐 标 。 考虑 0<x < h, 把 
例 34 之 (A) 变 为 

(B) 2a .zj 如。h/3 = xV + (3h/4)rh? * h/3, 
由 例 33 中 求 了 之 值 的 观点 ,这 给 出 

三 十 4(2a 一 全 
一 二 十 2(2z 一人“ 

36， 设 4 表示 球 截 形 的 高 ,，F 表示 体积 ， 把 常用 的 抛物 线 方 
程 写成 如 下 形式 : 

(A) 2p -zy = x #(2p7, 
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往 意 到 抛物 截面 面积 为 zy*， 图 柱 截 面 面 积 为 x(2p》。。 考虑 0 到 
+ < 4， 把 截面 的 平衡 变 为 立体 的 平衡 ,得 到 

(B) 2p*V = (h/2)r(2p)h, 
V = zph = (3/2)x2ph(h/3). 
注意 ,由 抛物 线 方程 , x2ph 是 球 截 形 的 底面 积 ， 

37. 保持 例 36 的 符号 不 变 ， 并 设 * 表 示 球 截 形 重心 的 横 坐 
标 。 现 在 把 抛物 线 方程 写成 如 下 形式 : 

(A) x "Ay = 2b ax 
注意 xx”, 即 圆锥 截面 面积 ， 考 虑 0 二 x < 4， 并 把 截面 变 为 立体 ， 
则 得 


2V 一 2b .zhi2(A/3)， 
因此 ,由 例 36 即 得 
z = 2h/3. 

38. 六 一 0; 棱柱 的 体积 ,平行 四 边 形 的 面积 ; 一 1: 三 角形 
的 面积 ， 平 行 四 边 形 或 棱柱 的 重心 ; x 一 2: 圆锥 或 棱锥 的 体积 ， 
三 角形 的 重心 ; > 一 3: 圆锥 或 棱锥 的 重心 . 

显然 , 这 里 提 到 的 阿 基 米 德 方法 如 同 $ 5 和 例 33 ~38 中 所 提 
到 的 一 样 ,都 适用 于 一 类 解析 几何 问题 ,并且 赋 与 这 门 学 科 以 新 的 
趣味 , 而 用 通常 的 表述 本 来 会 变 得 枯燥 无 味 。 我 们 没有 讨论 过 的 
那些 属于 这 种 “方法 ”的 命题 可 以 类 似 地 进行 处 理 ， 也 应 会 类 似 地 
运用 ， 

12, 32 没有 解答 . 


第 十 章 解 答 
1， 否 .漏洞 不 太 大 : 借助 于 例 8.23 的 脚注 中 所 引用 的 一 般 
定理 ,可 以 建立 最 大 值 的 存在 性 . 


2. 在 例 8.41 解 中 所 给 出 的 明显 公式 表明 4 (p 一 a) Xx 
(p 一 6b)(p 一 c)(p 一 4)， 当 且 仅 当 se 一 180” 时 达到 等 式 ,在 此 
情形 下 四 边 形 内 接 于 圆 . 

3. 设 4,B 和 C 为 正 ” 边 形 的 三 个 相 邻 顶点 ,M 为 BC 边 的 


本 沁 


中 点 ,用 有 相同 底 48 和 相同 周 长 而 面积 较 大 的 等 腰 和 4B'M 来 
取代 A4BM; 参见 例 8.8. 

4. 若 用 圆 的 半径 > 和 多 边 形 的 边 数 # 来 表示 两 者 的 面积 , 则 
剩 下 的 只 需 证 明 不 等 式 

mr? 
ntan (x/n) 

比较 漂亮 的 是 ， 显 然 正 多 边 形 有 一 个 内 切 贺 : 所 要 的 结果 是 例 5 
的 特殊 情形 . 

5， 具有 面积 为 4、 周 长 为 工 的 多 边 形 有 一 半径 为 > 的 内 切 
圆 . 因此 ， 显 然 xr? < 4. 由 圆心 到 多 边 形 各 顶点 的 连 线 将 其 分 
成 具有 共同 高 > 的 许多 三 角形 ; 因此 4 一 Lr/2. 比较 所 得 到 的 
两 个 结果 ,可 见 


一 xr’. 


而 今 ，Z2/(4x)》 正 是 具有 周 长 工 的 圆 面积 . 

6. 设 4 表示 已 知 曲线 的 面积 , 工 表示 它 的 周 长 , 又 > 表示 具 
有 相同 周 长 的 圆 的 半径 , 结果 工 一 2xr. 设 4。 表示 多 边 形 P 的 
面积 , 工 , 表示 Ps 的 周 长 , 当 "一 co 时 , 多边形 P; 趋向 于 已 知 曲 
线 . 因此 4, 趋向 4, 工 , 趋 向 二 .考虑 与 P 相似 的 多 边 形 Ps, Ps 
也 有 周 长 工 ; Ps 的 面积 为 4(L/L,)》*， 由 于 Ps 有 与 半径 为 + 的 
圆 相同 的 周 长 , 所 以 根据 $ 7 (4)，, 可 得 

AAL/Ls) < zr 
经 取 极 限 , 求 得 
lmA(L/L,) =A<xr. 

这 就 证 明了 5 8 命题 [然而 $ 7 (5) 的 原文 是 不 适宜 的 : 我 们 没 
有 明确 地 证 出 4 < <r*， 像 原文 提示 的 那样 . 事实 上 , 当 取 极限 
时 ,用 过 所 表示 的 关系 式 过 渡 到 用 入 来 表示 。 

7. 两 个 命题 都 等 价 于 不 等 式 


2 
2 < 1 
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其 中 人 表示 盒子 的 体积 ，s 表示 它 的 表面 面积 。 在 $ 8.6 中 , 我 们 
直接 证 明 过 这 个 不 等 式 . 

8. ,II 和 ZT 的 等 价 性 ， 可 用 § 8 中 关于 TI 和 王 那 种 同 
样 的 方法 来 证 明 . 但 是 了 不 等 价 于 I。 事实 上 ,根据 I, 非 圆 曲线 
可 以 有 与 圆 同样 的 周 长 和 同样 的 面积 ， 而 T 明显 地 否定 了 这 种 可 
能 性 ，$ 7 (5) 的 论证 像 较 强 的 例 6 一 样 可 以 证 明 1， 但 不 能 证 明 
I; 对 于 1 证明 “ 入 “就 够 了 ,但 对 于 了 不 能 证 明 所 需要 的 “<”， 

9， 所 提问 题 的 解 即使 加 上 $ 8 的 I, 也 还 需要 得 出 例 8 的 工 . 
其 重要 意义 就 在 于 此 ; 致 于 其 他 方面 可 见 例 10 ~ 13. 

10. 令 C” 为 包含 C 的 最 小 三 角形 ，L” 是 它 的 局 长 ，4” 是 
它 的 面积 ， 于 是 ,显然 L” 二 L, 4” > 4。 取 具有 周 长 工 且 与 C" 
相似 的 三 角形 命 之 为 C';C' 的 面积 为 4 一 4"(L/L”》> 4"”> 
4. 


11. 若 C 是 任 一 曲线 ,但 非 凸 , 则 首先 考虑 包含 C 的 最 小 凸 曲 
线 C”, 而 后 考虑 与 C” 相似 且 与 C 有 相等 周 长 的 曲线 C'. 例 10 
的 整 段 叙述 ,直到 最 后 的 不 等 式 ,可 以 反复 用 在 这 个 较为 一 般 性 的 
解 上 . 

12. 在 封闭 曲线 C 上 取 两 个 不 同 点 P 和 2. 在 C 上 必 有 第 三 
点 R, 它 不 在 通过 P 与 2 的 直线 上 ,这 是 因为 C 完全 不 能 包 有 直线 
段 . 考虑 通过 P, 9 和 尺 的 圆 ， 若是 此 圆 不 与 C 重合 , 则 在 C 上 应 
有 第 四 点 , 它 不 在 圆 上 : 例 9 的 问题 等 价 于 例 13 的 问题 . 

13， 如 果 C 非 凸 ,那么 例 11 便 给 出 所 要 的 构造 如 果 C 是 凸 
的 , 那么 P, 2，R 和 5 依次 为 一 凸 四 边 形 的 四 个 顶点 . C 所 围 成 
的 区 域 由 这 个 四 边 形 以 及 四 个 部 分 组 成 。 这 四 个 部 分 中 的 每 一 部 
分 是 以 上 述 四 边 形 的 一 条 边 以 及 P, 9, R 和 s 把 C 分 成 四 段 弧 中 
的 一 段 为 界 构成 。 按照 斯 坦 纳 的 想法 (参见 $5 (2)， 图 10.3 和 
10.4) ， 我 们 把 这 四 个 部 分 看 成 是 刚性 的 ( 硬 纸 片 ), 并 且 牢 固 地 附 
在 四 边 形 的 各 边 上 ,而 又 把 四 边 形 看 成 是 可 以 活动 的 (在 四 个 顶点 
可 灵活 连接 的 组 合 件 )。 我 们 采用 例 8.41 的 符号 . 于 是 ， 根 据 我 
们 的 主要 条 件 ，e 关 180°。 让 活动 的 四 边 形 稍微 动 一 下 , 设 把 8 


| 


变 成 e。 选 择 e' 与 。 有 关 , 以 使 补 固 地 附 在 四 边 形 边 上 的 四 肌 谍 
仍 形 或 一 条 不 自 交 的 曲线 C", 而 且 选择 * 使 得 

le 一 180"1 一 le 一 180?|。 
这 意味 着 C" 的 面积 大 于 C 的 面积 ， 此 系 根据 在 例 8.41 解 中 已 知 
的 4 公式 . 然而 C' 同 C 一 样 ,也 由 相同 的 四 段 弧 组 成 ,因此 有 同 
样 的 周 长 . 

14. 两 个 论断 有 相同 的 逻辑 形式 ， 但 是 第 二 个 论断 导出 一 个 
明显 失败 的 结果 ,必然 不 正确 ， 所 以 第 一 个 论断 也 必然 是 错 的 , 即 
使 它 得 到 的 结果 可 以 是 对 的 。 事实 上 , 第 二 个 论断 是 个 非常 巧妙 
的 纂 改 ,这 是 由 波 朗 所 编制 的 . 

两 种 情形 之 间 的 差别 就 在 于 所 述 原文 没有 提 到 以 外 的 一 些 东 
西 。 没有 最 大 整数 。 但 在 一 切 等 周 曲线 中 却 有 一 条 具有 最 大 面 
积 ， 然 而 ,这 正 是 从 例 10 ~ 13 中 学 不 到 的 . 

15， 基线 C 不 是 加 ,但 它 有 与 某国 相同 的 周 长 . 由 例 6，C 的 
面积 不 可 能 大 于 圆 的 面积 。 我 说 ，C 的 面积 还 不 可 能 等 于 加 的 面 
积 。 因 为 我 们 由 例 10 ~ 13 知道 , 不 然 的 话 将 有 另 一 条 曲线 C', 它 
仍 具有 与 圆 相同 的 周 长 ,而 又 具有 较 大 的 面积 ,根据 例 6 所 证 明 过 
的 ,这 不 可 能 . 

16. 在 图 10.13 中 取 定 两 点 4 和 B, 并 用 直线 连接 起 来 ,再 取 
一 条 变 曲线 , 它们 共同 包含 一 个 区 域 。 考虑 曲线 的 长 度 和 区 域 的 
面积 ， 在 原文 中 ,我们 把 夹 在 4 与 了 之 间 的 曲线 长 度 当成 已 知 的 ， 
来 寻求 所 包含 面积 的 最 大 值 。 这 里 , 我 们 把 所 包含 面积 当成 已 知 
的 ,来 寻求 夹 有 曲线 长 度 的 最 小 值 ， 在 这 两 种 情形 中 , 解 相 同 ， 同 
是 一 侦 加 绝 。 甚 至 连 证 明 也 基本 相同 .后 一 种 情形 同 前 一 种 情形 
一 样 , 我们 可 以 利用 图 10.14。 当然, 也 有 明显 的 差别 ; 图 10.14， 
I 中 圆 的 (没有 涂 阴影 的 部 分 不 是 根据 曲线 的 已 知 长 度 来 构造 的 ， 
而 是 根据 区 域 的 已 知 面积 来 构造 的 ,我 们 现在 利用 例 8 命题 工 ; 而 


不 利用 命题 I. 
17. 利用 例 16: 图 10.11 中 的 点 Xx 和 YY 分 别 与 图 10.13 中 的 
4 和 8B 等同, 再 于 图 10.13 中 增加 一 个 不 变 的 人 XYC.。 当 具 有 已 
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知 长 度 的 曲线 为 一 圆 度 时 有 最 大 值 。 

18. 在 图 10.11 中 , 把 直线 CY 当成 一 面 镜子 ， 设 X' 为 X 的 
镜像 ,应 用 例 17 于 XCX’， 两 已 知 点 X 和 X' 在 它 的 两 条 边 上 . 
当 具 有 已 知 长 度 的 曲线 为 垂直 CY 于 Y 点 的 圆 缴 时 有 最 大 值 . 

19， 利 用 局 部 变动 法 .把 X 当成 固定 的 ， 由 例 18, 其 解 为 重 
直 于 CY 的 圆 弧 ， 把 了 当成 固定 的 : 其 解 又 为 委 直 于 CX 的 贺 
弧 . 最 后 , 解 是 既 垂 直 于 CX 又 垂直 于 CY 的 圆 弧 , 因 此 其 圆心 在 
C 处 ,与 在 $9 中 所 猜想 的 一 致 

20. 当 直线 垂直 于 角 平分 线 时 有 最 大 值 . 若是 预先 知道 恰 有 
一 解 , 那 就 可 以 根据 对 称 性 得 出 这 个 结论 . 如 果 没 有 任何 这 样 的 
,ess 0 Ate 

. 由 例 10.14 的 想法 , 当 绳 BC 和 D4 是 以 杆 48 和 CD 为 
i 贺 的 圆 绝 时 有 最 大 值 . 

22. 4 根 杆 与 > 条 绳 交替 相连 , 当 所 有 杆 均 为 同一 一 加 的 弦 ， 所 
有 绳 均 为 该 圆 的 圆 弧 时 ， 由 这 2 段 组 成 的 封闭 曲线 有 最 大 面积 。 

23. 当 所 有 绳 的 长 度 均 为 0 时， 可 得 $ 5 (2) 以 及 图 10.3 和 
10.4. 

24. 与 例 16 类 似 : 一 刚性 圆 盘 , 即 具有 已 知 面积 和 回 的 可 变 
表面 ,其 以 此 两 者 形成 外 缘 , 它 分 别 相当 于 杆 、 绳 和 一 对 点 4 与 B. 
因此 例 16 的 方法 适用 . 《在 图 10.14 中 关于 它 的 铝 直 直 径 旋转 图 
I, 并 且 在 图 I 的 底 上 做 同样 的 一 段 , 但 可 随意 改变 其 上 部 .) 采 用 
空间 等 膨 定理 , 即 得 : 当 具有 已 知 面积 的 曲面 为 球 的 一 部 分 ( 球 冠 ) 
时 ,所 包含 的 体积 最 大 . 

25. 取 三 张 互 相 垂 直 的 平面 ， 并 认为 空间 等 周 定 理 是 不 成 问 
题 的 。 于 是 三 面 角 成 为 一 个 卦 限 ， 你 可 利用 图 10.12 在 空间 中 的 
相仿 情形 ， 经 在 三 张 平面 上 的 连续 反射 , 穿 过 封 限 的 曲面 成 为 一 
张 封 闭 曲 面 ; 其 所 围 成 的 面积 和 体积 分 别 是 被 原来 曲面 所 截 的 已 
知 面积 和 体积 的 八 倍 。 具 有 已 知 面积 的 封闭 曲面 围 成 最 大 体积 的 
是 球 . 因此 ,在 我 们 这 种 特殊 情形 下 , 当 具有 已 知 面积 的 曲面 为 球 
心 在 三 面 角 的 顶点 的 球 之 一 部 分 ( 即 1/8) 时 ,所 提问 题 有 最 大 值 . 
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26. 例 25 解 中 所 考虑 的 外 形 是 下 面 一 般 场合 的 特殊 情形 : 
n 二 2, 设 有 + 十 1 张 平面 ;>” 张 平 面 都 通过 同一 条 直线 ,并 把 空 
间 分 成 2 个 相等 的 株 形 (二 面 角 ), 而 最 后 一 张 平面 垂直 于 前 面 那 
7 张 平面 .这 样 的 # 十 1 张 平面 把 空间 分 成 4 个 相等 的 三 面 角 ,对 
其 中 任何 一 个 应 用 重复 反射 的 方法 , 即 例 25 中 所 用 到 的 方法 , 可 
以 产生 同样 的 效果 当 且 有 已 知 面积 的 中 而 为 球 心 夺 三 击 名 的 顶 
训 的 球 之 一 部 分 时 ,所 者 出 的 体 职 景 大 . 
《有 三 种 其 余 的 包含 三 面 角 的 形状 ， 上 述 方法 对 它们 也 适用 ， 
并 可 得 出 同样 的 结果 . 这 些 形状 涉及 到 正 立 体 , 第 一 种 与 四 面体 
有 关 , 第 二 种 与 立方 体 和 八 面体 有 关 , 第 三 种 与 十 二 面体 和 二 十 面 
体 有 关 ， 对 它们 的 研究 需要 更 多 的 努力 ,或 需要 更 多 的 预备 知识 ， 
以 致 于 我 们 只 能 将 其 列 成 下 表 , 此 表 从 上 述 最 简单 的 形状 人 手 . 
平面 空间 部 分 角度 
十 1 4n 90。 90°% 180°/n 
6 24 90° 60° 60° 
9 48 90°% 60°% 45° 
2 120 90° 60° 36° 
表 中 “平面 "为 对 称 平面 ,空间 部 分 ?为 三 面 角 ,角度 "为 三 耐 角 界 
限 平面 所 夹 的 三 个 角度 .) 
很 自然 地 会 猜想 , 上 述 结果 对 任何 三 面 角 仍 能 保持 成 立 , 这 
个 猜想 在 归纳 方面 得 到 表 中 所 列 情形 的 支持 ， 也 受到 类 比方 法 的 
保障 ; 同样 地 所 得 到 的 关于 平面 角 的 类 似 猜想 ($ 9) 已 经 证 明 过 
(《 例 19). 
甚至 还 会 自然 地 想到 扩充 这 个 猜想 到 多 面 角 上 去 ， 于 此 至 少 
可 以 发 现 极限 情形 比较 容易 验证 . 这 里 我 们 称 “ 圆 锥 ”是 一 个 平面 
锐角 围绕 其 一 边 旋转 所 描绘 出 的 空间 无 穷 部 分 。 寻求 具有 已 知 面 
积 的 曲面 , 它 从 圆锥 截 下 最 大 的 体积 .可 以 证 明 , 这 个 曲面 是 (1) 
旋转 曲面 ，(2) 球 的 一 部 分 ,以 及 (3) 这 个 球 的 球 心 为 圆锥 的 顶点 。 
这 里 我 们 不 能 进行 深入 的 详细 研究 ， 不 过 ， 像 由 例 16 推出 例 17 
的 解 一 样 ， 用 与 例 24 同 祥 的 方法 推出 证 明 中 的 部 分 (2) 还 是 明显 
的 . 
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27. 如 果 具 有 面积 为 4 的 一 个 区 域 ， 有 两 条 等 分 线 而 无 任何 
公共 点 ,那么 这 一 区 域 将 被 两 条 等 分 线 分 成 三 个 子 区 域 ,其 中 两 个 
具有 面积 4/2 ,而 第 三 个 具有 不 为 零 的 面积 ,这 显然 是 不 可 能 的 . 

28.， 直线 较 短 : 1 天 (=/27)22。 

29. 参见 例 30. 

30， 假 设 一 条 已 知 等 分 线 的 端点 位 于 两 条 不 同 的 边 上 ， 而 这 
两 条 边 在 顶点 0 相交， 却 没有 端点 与 2 重合 ， 经 适当 的 反射 (图 
10.12 的 想法 ) ,可 得 六 个 全 等 的 三 角形 和 六 妇 相 等 的 弧 ,六 个 三 角 
形 中 有 一 个 是 原来 的 三 角形 ， 六 眉 绝 中 有 一 段 是 已 知 的 等 分 线 . 
六 个 三 角形 还 形成 一 个 以 0 为 中 心 的 正六 边 形 ， 六 段 弧 形成 一 条 
封闭 曲线 ， 它 围 成 的 面积 是 正六 边 形 的 一 半 ， 特 别 是 O 点 也 在 其 
中 ,曲线 的 三 条 对 称 轴 就 相交 于 0 点 ， 若 要 等 分 线 的 长 度 最 短 , 那 
封闭 曲线 必 为 圆 或 正六 边 形 , 这 随 容 许 一 切 等 分 线 ( 本 例 30) 还 是 
只 容许 直 等 分 线 ( 例 29) 而 定 ; 我 们 应 当 分 别 利 用 例 8 的 命题 I， 
或 $7 (1) 中 它 的 共 罗 命题 . 例 30 的 解 是 圆心 在 一 个 顶点 的 圆 的 
六 分 之 一 , 例 29 的 解 是 平行 于 一 条 边 的 直线 ; 在 每 种 情形 下 都 有 
三 个 解 ,已 知 的 等 分 线 可 能 还 有 其 他 一 些 情 形 ( 两 端点 在 同一 条 边 
上 ,或 在 同一 个 顶点 上 , 等 等 ) ,不 过 , 这 些 情形 的 讨论 都 使 所 得 到 
的 结果 更 加 充实 . 

31， [ 普 纳 姆 ，1946.] 设 0 为 圆心 . 若 直 线段 PP' 被 0 所 
平分 , 则 称 点 了 与 己 彼 此 相对 . 如 果 组 成 两 条 曲线 中 的 点 彼此 相 
对 , 则 称 这 两 条 曲线 彼此 相对 . 现在 设 4 与 B 为 一 条 等 分 线 的 两 
个 端点 ， 该 等 分 线 简称 作 4B。 又 设 点 4', B" 和 弧 4  B' 分 别 与 
4 了 3 和 48B 相对 ， 则 4'B' 也 是 一 条 等 分 线 . 令 P 为 4B 和 4'B' 
的 公共 点 ( 例 27) 且 P' 与 P 相 对 , 则 P 也 是 48 与 4 B’ 的 公共 
点 ， 设 4, P,P' 和 8 彼此 就 按 这 样 的 顺序 在 4B 上 排列 ,并 设 
PB 为 两 眉 红 P4 和 PB' 中 较 短 者 (不 是 较 长 者 )( 这 样 选取 是 可 能 
的 ;实际 上 ,这 只 不 过 是 符号 问题 ) .考虑 由 两 发 弧 组 成 的 曲线 : 即 
BP 弧 ( 属 于 4'B') 和 PB 弧 (属于 4B). 这 条 曲线 (1) 较 4B 短 
(不 长 ), 并 且 C2) 较 真 径 B88’, 即 由 8B 到 8' 的 直路 径 长 (不 短 )， 由 
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《1) 与 (2) 推 出 48 较 直 径 BB" 长 (不 短 ), 从 而 证 明了 命题 . 

32. 短 轴 ， 参 见 例 33. 

33， 任 何 一 区 域 的 最 短 等 分 线 或 者 是 剖 线 ， 或 者 是 加 弛 ， 参 
见 例 16， 如 果 区 域 有 一 个 对 称 中 心 ( 例 如 正方 形 、 圆 以 及 椭 凡 都 
有 对 称 中 心 , 但 是 等 边 三 角形 没有 ), 那么 最 短 等 分 线 是 直线 .证 
有 明 几 乎 与 贺 的 情形 相同 ( 例 31). 

34， 实 际 上 与 例 27 相同 . 

35， 到 例 16. 

36. 在 所 有 五 种 情形 下 ， 最 短 等 分 线 的 平面 都 通过 外 接 球 的 
球 心 。 

四 面体 : 平行 于 两 条 相对 楼 的 平面 上 的 正方 形 ;有 3 解 ， 

立方 体 : 平行 于 一 个 侧面 的 正方 形 ; 有 3 解 

八 面体 : 平行 于 一 个 侧面 的 平面 上 的 六 边 形 ;有 4 解 . 

十 二 面体 : 平行 于 一 个 侧面 的 平面 上 的 十 边 形 ; 有 6 解 . 

二 十 面体 : 垂直 于 连接 两 相对 顶点 轴 的 平面 上 的 十 边 形 ; 有 
6 解 . 

在 后 四 种 情形 下 ,用 一 般 观 点 将 使 证 明 大 大 简化 ; 参见 例 38。 

37. 设 0 为 球 心 。 同 例 31 中 一 样 来 确定 相对 点 和 相对 曲线 . 
又 设 5 为 一 条 等 分 线 ， 则 与 4 相对 的 曲线 刀 也 是 一 条 等 分 线 , 且 
2 与 多 有 一 个 公共 点 ( 例 34). 那么 P 与 P' 把 5 分 成 两 段 弧 ,其 中 
那 一 段 也 不 比 P 了 与 P' 的 最 短 连 线 短 ,而 P 与 P' 的 最 短 连 线 为 二 分 
之 一 大 圆 . 

38. 五 种 正 立 体 中 有 四 种 ( 除 四 面体 以 外 的 所 有 正 立 体 ) 都 有 
对 称 中 心 。 具有 对 称 中 心 的 封闭 昌 耐 者 有 一 条 等 分 线 是 测 地 线 . 
其 证 明 与 球 的 情形 差不多 ( 例 37). 

39. (参见 《数学 基础 》(Elemente der MathematiR)， 第 四 卷 
《1949), p. 93 和 第 五 卷 《1950)，p、65, 问题 65.) 设 4 为 隔 边缘 
与 其 顶点 的 距离 。 隔 的 面积 等 于 xd?; 这 个 命题 归功 于 阿 基 米 德 ， 
参看 例 11.4. 

《1 如果 的 球 心 为 隔 的 顶点 , 则 4 一 a，xd? 一 ai 
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(2) 设 “为 这 样 一 条 直线 , 它 连接 8 的 球 心 C 与 男 一 球 心 C'， 
这 隔 是 另 一 球 的 一 部 分 .又 设 4 为 1 与 8 的 交点 , 它 位 于 C 与 C” 
的 同 侧 ，D 和 8 分 别 是 1 与 隔 和 7 与 通过 隔 边 缘 平 面 的 交点 .如 
! 排列 . 那么 ! 离 陪 边缘 最 近 的 点 是 B, 而 D 是 距 边 缘 比 C 更 远 
的 点 . 因此, 4 >> a,，xd’ > xa’. 

(3) 猜想 : 没有 等 分 以 a 为 半径 的 球体 积 的 曲面 其 面积 比 
< 更 小 。 它 的 证 明 可 能 是 比较 出 难 的 . 

41. (1) 最 大 值 了 一 内 ， 当 

2 一 22 一 一 一 1 或 一 ! 
时 达到 , 最 小 值 1 一 0, 当 w 宇 3 时 ,对 无 穷 多 个 不 同 数组 mm …， 
xo 达到 . 

《2》 最 大 值 同 前 ,并 且 解 是 唯一 的 .最 小 值 f = >， 当 
一 pz 一 一 in 一 0 
时 ,以 及 与 此 类 似 的 > 一 1 种 情形 下 达到 ， 

42， 猜 想 对 于 具有 三 楼 顶点 的 正 立 体 是 正确 的 ， 但 如 果 项 点 
具有 三 条 以 上 的 棱 ， 则 猜想 不 正确 . 参见 M. Goldberg,，T6hoku 
Mathematical Fournal, Vol. 40 (1935), p. 226 ~236. 

40, 43 没有 解答 .。 


第 十 一 章 解 答 

1. (a) 是 , (b) 否 : “是 不 必要 的 ,面积 为 ah/2. 

2. (a) 是 , (b) 否 : a 和 8 都 是 不 必要 的 ,面积 为 mh. 

3. 2xrh， 与 4 无 关 . 用 阿 基 米 德 方法 或 积分 法 : 由 x 十 
凡 一 ?推出 

入 (a) 十 圈 一 7 le 2xy [ + ( 科 )] 一 2x7h, 

4， 设 如 为 所 求 区 域 面积 之 高 ， 由 相似 直角 三 角形 ,n:a == a: 
26, 可 得 所 求 面积 为 2xbh 一 xa?， 与 二 无 关 . 当 5 一 a/2 时 ,区 
域 成 为 整个 球 , 当 b 一 co 时 ,区 域 成 为 一 个 圆 . 参看 例 10.39. 
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5. 你 已 经 注意 到 与 例 1~4 类 似 的 情形 吗 ? 用 初等 方法 可 以 
得 出 穿 了 孔 的 球 的 体积 ,或 用 解析 几何 和 积分 法 ,得 


A 
| zja2dx — xyth — zh /6; 
一 4 


其 中 有 ?十 六 一 7?，y 为 对 应 于 x 一 4/2 的 织 坐 标 。 
6. wh/12。 与 4 和 45 无 关 。 解法 与 例 5 相 类 似 , 而 例 5 与 例 
7 有 关 . 在 极端 情形 下 ，a 一 5 一 0， 所 求 部 分 成 为 一 个 具有 直 
径 为 4 的 球 . 若 4 很 小 , 则 MA 与 了 之 差 直 观 上 看 起 来 也 很 小 . 
7. xc/6， 与 > 无 关 . 若 < 一 4， 则 圆锥 部 分 退化 成 一 个 贺 
柱 ,并 得 到 $ 2 和 例 5 的 情形 。 解 法 与 例 8 相 类 似 . 
8， 取 0 为 原点 , OX 为 * 轴 ， 于 是 图 11.3 中 的 贺 和 抛物 线 之 
方程 分 别 为 
(xz 一 Gd 十 说 一 r2，2px = y. 
令 克 和 x 表示 二 曲线 交点 的 横 坐 标 ，xzs 过 x， 则 x 一 x 一 户 ， 
所 求 体积 为 
x 人 [m: 一 (z 一念 一 2pz]dr 


二 上 村 二 


此 与 + 和 4 无 关 ; 代 以 x 一 x 一 +。 当 已 知 二 根 及 必 的 系数 时 ， 
我 们 用 到 了 二 次 多 项 式 的 因 式 分 解 . 

9. (a) 是 ;体积 为 zr(a 十 25)/3，(b) 否 。 

10. 是 . 因为 uw 与 ww 可 以 是 任意 给 定 的 ,所 以 有 无 穷 多 种 可 
能 ,使 数组 w, ww,"…, wo 满足 递 推 关 系 xm 一 wa-1 十 wa-2， 考 查 
两 个 特殊 数组 

ty ti zs to 取 丰 一 0 到 一 1 

WW 了 1 1 
我 们 发 现 

4 一 8,， 十 翅 十 *…- 十 wo 二 88， 

W713, ui 二 wy 十 -…: 十 wo 一 143， 
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有 点 巧合 的 是 ,观察 
《( 米 ) 地 十 培 十 "… 二 uio 二 11wzs 十 wi 十 "十 ul = 1 
然后 推测 ,最 后 证 明 


《六 水 ) 抽 十 十 十 wio 二 114y, 
证 明 是 这 样 的 : 直接 验证 
《水 来 来 ) Un = (U2 一 za )zs 十 wu 


对 ”一 1 和 z= 一 2 成 立 , 因此 用 递 推 关系 , 推出 结论 对 ”一 3， 
4,5,"……,10 也 成 立 。 以 wi 一 ww 乘 等 式 (*) 的 第 一 式 ,再 以 w, 乘 等 
式 (*) 的 第 二 式 之 后 , 来 观察 这 样 所 得 到 的 两 个 等 式 , 我 们 便 可 由 
Cx**) 推出 所 要 的 结论 (**)。 证 明 的 主要 思路 是 : 递 推 关系 〈 通 
常 称 作 二 阶 线性 齐 次 差分 方程 ) 的 通 解 为 两 个 独立 特 解 与 的 
线性 组 合 〈 如 同 二 阶 线性 齐 次 微分 方程 的 通 解 为 其 两 个 特 解 的 线 
性 组 合 一 样 ). 

11. | 1 dx -人 2 

9 1 十 达 1 十 末 有 
下 dx 


ol 二 x 1 十 x 


一 工人 a Et 
人 4 

与 4 无关. 在 由 第 二 个 积分 推 到 第 三 个 积分 时 ,我 们 引进 x 作为 

一 个 新 的 积分 变量 ， 对 a 一 0, co , 一 co ,所 求 积分 分 别 化 简 为 


[+ dx 人 dx 人 dx 
oo21+r” Jol+e” Jil+tn’ 
这 些 积分 也 应 有 上 面 的 积分 值 . 

12. 这 类 问题 最 明显 的 结果 是 : 

车 1(—4) = —f(u), 
则 

人 fu)au 一 0。 

设 


f 一 logx, fllogx) = F(x): 
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车 RON) 
则 [rmar 一 0. 
这 便 联 想到 下 面 的 推广 


车 
则 g(x 1!) = g(x), hr!) = —h(x), 
人 Pe 0 Re 『 g(x) x-tdx. 
例 11 为 它 的 特殊 情形 : 


a 


x ee 
2(1 + xz)” 同一 1+x"" 

13. 0x 二 0, 或 x 一 4 一 (x 一 2)(x 十 2), 等 等 . 

14. zx 一 》 一 8; 只 要 试验 x = 8,9, 10, 11 就 足够 了 . 

15， 上 由 试验 可 知 , x 二 y 一 z= w 一 4, 

17. [斯 坦 福 ，1948.] 一 个 正 立体 的 所 有 对 称 平面 都 通 
过 它 的 中 心 ， 并 把 具有 同一 中 心 的 任 一 球 分 成 许多 球面 三 全 形 ， 
经 过 这 样 一 个 球面 三 角形 三 个 顶点 的 三 条 半径 分 别 通过 正 立信 的 
一 个 顶点 , 一 个 面 的 中 心 和 一 条 楼 的 中 点 ， 球 面 三 角形 相应 的 三 
个 角度 各 为 x/v, x/f 和 有 /2. 令 此 球面 三 角形 中 角度 x*/2 所 对 的 
边 为 <〈 斜 边 ) , 则 由 球面 三 角 学 可 知 

cosc 一 cot (x/f) cot (x/v), 

其 内 切 球 半径 与 外 接 球 半径 之 比 为 cosc。 现 对 四 面体 、 六 面体 
《立方体 )、 八 面体 \ 十 二 面体 和 二 十 面体 的 数 f 和 v 以 及 所 得 到 的 
cosc 值 列 成 下 表 


g(x) 一 


T H O D I 
f=3 4 3 5 3 
v=3 3 4 3 S 
这 
al 二 ERNE 
3 3 15 


威 尔 在 《对 称 》 一 书 中 复制 了 开 普 勒 的 源 来 图 形 ; 参见 该 书 第 76 
页 ,图 46. 《HL. Weyl, Symmetry, Princeton, 1952.) 
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18. 参见 例 10.42. 
21.《a) 如 果 一 个 行列 式 的 元 素 apk 满足 条 件 
Qik 一 Co+i-j tik 7 大 一 1， 2，3。…，7y 


ee n 行 中 心 对 称 行列 式 - 二 个 ep 


|“ ?|= C+ 6) — 6), 
lpa 
本 -前 本 平 
a 居 一 走 
A hl | 和 一) 
cba 
| 
efgh a 
Agfe ethij+t+gbb—ea—al 
dcba 


证 明 : 依照 ”是 偶数 还 是 奇数 , 令 一 2m 或 ”一 2m 十 1。 
把 最 后 一 列 加 到 第 一 列 再 把 倒数 第 二 列 加 到 第 二 列 , 如 此 等 等 ， 
直到 变化 完 前 zw 列 为 止 .之 后 ,从 最 后 一 行 减 去 第 一 行 ,再 从 倒数 
第 二 行 减 去 第 二 行 ,如 此 等 等 ,直到 变化 完 后 mw 行为 止 ， 这 些 运算 | 
使 得 在 行列 式 的 左下 角 或 者 有 一 个 m X (m 十 1) 长 方块 ， 其 元 
素 央 为 0, 或 者 有 一 个 m xX m 正方 决 ,其 元 素 丝 为 0. 

(b) 若 不 是 它们 的 乘积 ， 即 若 这 样 的 两 个 二 行 行列 式 有 一 个 
公 因 子 , 则 四 行 行列 式 就 可 能 不 被 两 个 二 行 行列 式 所 整除 .值得 庆 
幸 的 是 ,我 们 假设 没有 这 样 的 公 因子 : 我 们 尝试 过 最 简单 的 假设 ， 

并 且 成 功 了 . 

22、， 非常 乐 观 的 是 : 左 端 二 任何 等 次 的 系数 均 小 于 或 等 于 右 
端 同 次 老 的 系数 .这 种 情形 实际 是 : 经 用 44 除 之 后 ,对 = > 1， 

两 端 常数 项 均 为 1 并且 如 在 各 端的 系数 分 别 为 
3711.. 42 一 1 1 下 


4 8 12 4n An 二 1 4 8 4 4 


.07 


显然 
3 .7.11….(fz 一 1)<5 .9…(42 一 3)(42 + 1).. 
23. (2) 设 用 问题 中 的 方法 ， 当 把 此 正方 形 再 细 分 成 到 个 较 
小 的 正方 形 时 , 所 得 到 的 近似 值 为 Ps。 假定 Ps 可 以 展 成 盖 :的 寡 
级 数 : 
Ps 一 Oo 十 Oo 十 On 一 十 … 
《“ 一 般 地 ,一 个 函数 可 以 展 成 一 个 罕 级 数 .” 参 看 例 20.) 当 n 一 oo 
时 ，P, 一 90， 从 而 断定 9。 一 9. 现在 ,图 11.6 中 的 四 个 点 比 图 
11.5 中 的 四 个 点 更 接近 直线 . 这 一 情况 暗示 着 9, 一 0, 并 且 即 便 
7 很 小 , x”,n™，,，*… 各 项 也 可 以 忽略 不 计 ， 若 取 m7? 为 横 坐 标 ， 
P, 为 纵 坐 标 , 则 推出 
P.~ 0+ Oo 
它 代表 一 条 直线 (近似 地 )， 在 大 致 类 似 的 某 些 情形 下 , 已 经 证 明 
了 近似 误差 的 阶 为 1/m。 而 从 这 样 的 类 比 看 来 , 推测 好 像 碱 少 一 
些 零 乱 . 
《b)》 下 表 的 各 列 包含 :(1) ” 的 值 , (2) 纵 坐标 , (3) 纵 坐 标 之 
差 ,(4) 横 坐标 ,《(5) 横 坐标 之 差 ,(6) 用 (3) 与 (5) 之 比 计 算 的 斜率 ， 
在 (5) 和 (6) 中 省 略 了 符号 “一 ”. 
(1) ©) (3) (4) (5) (© 
2 0.0937 0.2500 
0.0248 0.1389 0.1785 
3 0.1185 0.1111 
0.0094 0.0486 0.1934 
4 0.1279 0.0625 


0.0045 0.0225 0.2000 
5 0.1324 0.0400 


(ec) 很 自然 ,把 = 一 5 看 成 是 最 可 靠 的 计算 , 而 把 "一 4 看 
成 是 仅 次 于 最 好 的 计算 。 如 果 x， yz) 和 (x, y;) 两 点 均 位 于 具 
有 方程 y 一 mx 十 的 直线 上 ， 那 么 容易 求 出 (由 双 与 5 的 两 个 
方程 的 方程 组 》 


i /za 一 Dj in ， 
1/m — 1/xa 


®308* 


从 而 在 此 情形 下 得 到 
0 ~ 25 X01324— 16 X 0.1279 
25 一 16 
如 果 你 已 经 预料 到 比 这 更 好 的 结果 ,那么 你 还 会 更 乐观 。 
16, 19, 20 没有 解答 。 


0.1404。 
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IV. 一 些 问 题 


帮 为 解法 所 提出 的 例题 中 间 , 有 一 些 取 自 威廉 劳 威 尔 " 普 纳 姆 数学 竞赛 试题 或 
斯 坦 福 大 学 数学 竞赛 试题 ， 这 些 在 解答 开头 就 以 [ 普 纳 姆 ,1918. ] 或 [斯 坦 福 。 1946.1 
的 形式 标 出 ， 其 中 的 数字 是 年 份 。 普 纳 姆 试题 已 在 < 美国 数学 月 刊 > 中 公开 发 表 ， 斯 坦 
福 试 题 大 多 数 也 已 在 同一 刊物 上 公开 发 表 ， 


和 


